"+۳۰ 


جمہ کتاب کا 
ایس ایل لوئی ىک 
ترج بی 


ترجم حذیفہ 
کش 
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۰٠ ۱ ٢ : 
٭‎ 


ترجمہ ایس ایل لونی' کی کتاب*ّ کا 


مترجم حذیفہ 


81 65۸3010] 1ص7 4.0 متتتاطت۸ھ 
(9 م) ۸۸ ھءع) 


84 ۱معقصص طئنوعتعسطت/دلنہ:۱۸/ع8 ہ٥‏ نطئوالڈەمصطط 


یعنی 8.1.1006 
“جو 1893 میں کیمبیرج سے چپی تھی۔ 


۵09ھ حمانعدں ۵-15 /ذاا٥٥/۵٥۵۔56[۷۵د5/ا:ەمتاجا‏ 


۵ وھ حمانعد 2-15 /ذاز م٥٥‏ /۵٥۵۔۷۵آ06د5اا:ەمتاجا‏ 


جز اول: تثلیث مسطح ” 


2 یعنی 05000167[77 7۳18 218016 ۔ 


89ھ ممانعد ‏ 08-ھ/د ای٥۵‏ /۵۲۔556[۷۵/ا:ەصتاجا 
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باب 1 


پیمائش زوایاء پیمانۂ ساٹھواں و سواں و دوری۔ 


1. ہندسہ میں زوایا کو قائمہ سے ناپا جاتا ہے۔ لیکن وہ ناپنے کے لیے ایک غیر مناسب 


اکائی ہے بوجہ اس کی بڑائی کے۔ 


2. پیمائش کے نظام ساٹھ عددی میں ایک قائمہ کو 90 اجزاءِ متساوی میں تقسیم کیا 
جاتا ہے جنہیں ہم درجات کہیں گے۔ و ہر درجہ 60 اجزاء متساوی میں تقسیم کیا جاتا 
ہے جنہیں ہم دقیقات کہیں گے۔ و ہر دقیقہ 60 اجزاء متساوی میں تقسیم کیا جاتا ہے 
جنہیں لمحات کہیں گے۔ 

و نقوش 1٭, 1', 1" سے مراد ہے ایک درجہہ, ایک دقیقہ, ایک لمحہ حسب ترتیب 

لہذا 0 لمحات (60") ہوئے 1 دقیقہ (1)ء 

۰ 0 دقیقات (60') ہوئے 1 درجہ (1"), 

7 0 درجات (990) ہوئے 1 قائمہ۔ 

و یہ نظام خوب مُہدٌب ہے و علم تثلیث کے مجری عملی میں ہمیشہ استعمال ہوتا ہے۔ 


لیکن یہ بھی بہت مناسب نہیں ہے بوجہ 60 و 90 کے ضربیات کے۔ 
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3. اس لیے ایک اور نظام پیمائش, جسے نظام سو عددی یا نظام فرانسی کہتے ہیں وضع 
یا گیا۔ اس نظام میں قائمہ کو 100 اجزاء متساوی میں تقسیم کیا جاتا ہے جسے ہم 


مرتبات کہیں گے۔ پھر ہر مرتبہ 100 دقیقات میں تقسیم ہوتا ہے, و ہر دقیقہ 100 


لمحات میں۔ 

و نقوش 1م 1', 1" سے ایک مرتبہ, ایک دقیقہ, ایک لمحہ مراد ہے حسب ترتیب 
لٰذا 0 لمحات (۱100) ہوئے 1 دقیقہ (1), 

ً 0 دقیقات (100') ہوئے 1 مرتبہ (1'), 

٠‏ 0 مرتبات (100,) ہوئے 1 قائمہ۔ 


4 یہ نظام نظام ساٹھ عددی سے کافی زیادہ مناسب ہے۔ لیکن اس کو استعمال کے لیے 
اختیار کرنے میں اصولی طور پہ بہت ساری جدول کا دوبارہ حساب لگانا ہوگا۔ یہی 
وجہ ہے کہ یہ نظام کبھی عمل میں نہیں آ سکا۔ 


گ5 پیمانۂ ساٹھ عددی کو سو عددی میں تبدیل کرٹا و اس کا عکس۔ 
جونکہ قائمہ ۹90 کے متساوی ہے, و ۶100 کے بھی۔ 
تو ہمیں حاصل ہوا ۶100-990 


ومے 10 ہے 9 

نہک وا 
ات دو 
90 


٦ 4‏ یی ید , : جچیچوجا 
اس علامت, یعنی ' ' کو کوٹا کہا جاتا ہے۔ و اس کتاب میں جو کچھ بھی کونوں میں گھرا ہے وہ مترجم کے جائب سے زیادتی ہے۔ 
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لہذا درجات کو مرتبات میں تبدیل کرنے کے لیے ان میں ان کا ایک نواں جمع کرو, و 


مرتبات کو درجات میں تبدیل کرنے کے لیے ان میں سے ان کا ایک دسواں تفریق کرو۔ 


مثال: 36 (36+ ط× 36'- 40 


و 64ء (64۔ طِ ×64) ۔ (64 -6.4)'- ۶57.6 


: ریا موی ا : 
و اگر زاویہ کے درجات صحیحی' نہ ہوں تو ہم انہیں ایک درجہ کے کسر میں تعبیر 
کریں گے پھر مرتبات میں تبدیل کریں گے۔ 
عمل میں عموماً زاویہ کو قائمہ کے کسر میں تعبیر کرنا زیادہ مناسب ہوتا ہے۔ و اس کا 


طریقہ درج ذیل امثلہ میں نمایا ہے۔ 


مثال 1: 14963' 51" کو پیمانۂ سو عددی میں تعبیر کرو۔ 


ہے اگ _ 4لا ےعوم: 
معلوم ہے 51" > نچ > کو 0.85 
4و ہو 5ق ۔ 5گگا ۔ وبھووہ 
60 
.. 14۰963 ہو" وجھد ور ۔ 227/5 و 


> 0.70275 قائمہ 
> 2۶70275- ۱275۶70 - 5027۶۲70" 


3 1 75 ْ : 
صحیحی سے مراد وہ چیز ہے جو عدد صحیح سے تعبیر ہو, نہ کہ اعداد اعشاریہ و کسر وغیرہ سے۔ 
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مثال 2: 87'23'94" کو پیمانۂ ساٹھ عددی میں تبدیل کرو۔ 
4" 2 87" >- 0942387 قائی۔ٴ 

90 × 
83 درجات 
60 × 
8 دقیقات 
60 ×۴ 
0 لمحات 

4و9' 23' 87" - ۹84 ۱48 53.388" 


6. کسی بھی سائز کے زوایا: فرض کرو کہ دو خطوط مستقیم بأب' و چآج' نقطۂ أ پہ 
زاویۂ قائمہ سے آپس میں ملی ہیں, و فرض کرو کہ ایک گھمونے والی خط أد أب سے 
چلی و گھڑی کی سوئی کے جانب میں 
گھومی (نقطہ أ کے گرد)۔ 
تو أب و أج کے درمیان خط دورانی کے 
کسی بھی مقام یہہ مثلا أد, پہ, وہ زاویہ 
بأدہ گھومی, جو قائمہ سے چھوٹا ہے۔ 

و أج و أب' کے درمیان کسی بھی مقام پہ, 


مثلا أدو یہ زاویہ بأدر گھومی جو قائمہ 


سے بڑا ہے۔ 


" لمحہ کو دقیقہ بنائے کے لیے 100 سے تقسیم کیا, و دقیقہ کو مرتبہ بنائے کے لیے 100 سے تقسیم کیا, و مرتبہ کو قائمہ بنانے کے 
لیے 100 سے تقسیم کیا, تو 1000000 ہو گیا۔ 
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و أب' و آج' کے درمیان کسی بھی مقام أدو پہ زاویہ ہوا بأدو یعنی بأج+چأاب'+ب'أدو 
یعنی 2 قائمات + ب'اُدو تو جو زاویہ بنا وہ دو قائمات سے بڑا ہے۔ 
و أج' و أب کے درمیان کسی مقام أُدہ پہ جو زاویہ گھومی وہ اسی طرح تین قائمات 


سے بڑا ہوگا۔ 


اگر خط اد ابھی بھی گھومتی ہے و دوسری مرتبہ مقام اد پہ جاتی ہے, تو جو زاویہ 
وہ گھومے گی وہ بأدہ نہ ہوگا, بلکہ 4 قائمات + بأدہ ہوگا۔ 


ایسے ہی جب خط دورانی دو مکمل دوران لگا کے پھر سے مقام اد پہ آئے گی, تو جو 
زاویہ اس نے تمام کیا وہ 8 قائمات + بأدد ہوگا۔ 


7 اگر خط دورانی أد خطوط أب و أج کے درمیان ہو تو ہم کہیں گے کہ وہ پہلے ریع میں 
ہے, و اگر أج و أب' کے درمیان ہو تو دوسرے ربع میں ہے, و اگر أب' و أج' کے درمیان ہو 


تو تیسرے ریع میں ہے, و اگر أج' و أأب کے درمیان ہو تو چوتھے ربع میں ہے۔ 


8. مثال: خط دورانی کا مقام کیا ہوگا جب وہ گھومی (1) ۶225, (2) ۶480, (3) 
00 
(1) 225 - 45+9180 تو خط دورانی 2 قائمات سے 945 زیادہ گھومی, لہذا وہ أب' و 


أج' کے درمیان بالکل وسط میں ہے۔ 
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(2) چونکہ 480" - ۶120+9360, تو خط دورانی ایک مکمل دوران سے 9120 زیادہ 
گھومی, لہذا وہ آج و أب' کے درمیان ہے و أج سے 30" کا زاویہ بنایا ہے۔ 
(3) چونکہ 1050" - (990×11)+60, تو خط دورانی 11 قائمات سے 60 زیادہ 


گھومی, لہذا وہ أج' و أب کے درمیان ہے و أج' سے 60" کا زاویہ بنایا ہے۔ 


9 پیمائش دوری: پیمائش زوایا کا ایک تیسرا نظام بھی وضع کیا گیا ہے, و یہی نظام ہے 
جو ریاضی کی تمام اعلی انواع میں مستعمل ہے۔ 
اس میں جو اکائی مستعمل ہے وہ ایسے حاصل 
ہوئی ہے کہ کوئی بھی دائرہ بھجج' لے لو جس 
کا مرکز ا ہو, و کسی بھی مقام ب سے ایک قطعہ 
بھ اخذ کرو جس کا طول نصف قطر کے 
متساوی ہو, پھر خطوط أب و أھ بناو۔ تو زاویہ 


باھ وہ زاویہ ہوا جس کو پیمائش دوری میں 


اکائی بنایا گیا ہے یعنی یہ وہ زاویہ ہے جس سے : 
ج‫ 
اس نظام میں ہم دیگر تمام زوایا کی پیمائش 
کرتے ہیں۔ و اس زاویہ کو ہم ایک قطریہ کہیں گے, و ا سے تعبیر کریں گے۔ 


0 کسی اکائی کے مناسب ہونے کے لیے ضروری ہے کہ وہ ایک مقدار مستقل ہو۔ تو 


ہمارے لیے یہ ثابت کرنا لازم ہے کہ قطریہ ایک زاویۂ مستقل ہے, جو ہم آگے آنے والے 


مضامیں میں کریں گے۔ 
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1. مکتسب: طولِ محیطِ دائرہ و قطرِ دائرہ کے درمیان ہمیشہ ایک تناسب مستقل ہوتا 
ا 
تو کوئی دو دائرات لے لو جن کا مرکز ا مشترک ہو۔ و دائرۂ اکبر یہ ایک ط اضلاع والا 
مضلع منتظمُ بج ض‌ف... وضع کرو۔ پھر فرض کرو کہ خطوط أب, آج, أض, أف.... 
دائرۂ اصغر سے نقاط بہ, ج ضہ فش... پہ ملی ہیں؛ و بج جض, ضف... کو ملا دو۔ تو 
اقلیدس 2-6 کے مطابق بجضغ... ط اضلاع کا ایک مضلع منتظم ہوا جو دائرۂ اصغر پہ 
وضع ہے۔ 
چونکہ أب<أج و أب>أج, تو خطوط بج و بج لازماً متوازی ہوئیں۔ 
و لہذا بج ۔ آید (اقلیدس 4-6) 

بج 271 

پھر بوجہ مضلع بج ض‌ف... کے منتظم ہونے کے, اس کا محیط یعنی اس کے اضلاع کا 
اجتماع متساوی ہوا ط.بج کے۔ و ایسے ہی داخلی مضلع کے لیے ہوگا۔ 


لہڑا جا ور محیط مضلع خارجی _ طبع ے بجع ے آ8,.....() 


محیط مضلع داخلی ط.بچ پچ آپٍ 
تو مضلع کے اضلاع چاہے جتنے ہوں, اس میں یہ نسبت ضرور ہوگی۔ 
فرض کرو کہ اگر اضااع باا نہایہ زیادہ ہو جائیں (یعتی فرض کرو کہ ط ناقابل تصور 
زیادہ ہو جائے) کہ مضلع خارجی کا محیط دائرۂ خارجی کے محیط کے متساوی ہو 
جائے, و مضلع داخلی کا محیط دائرۂ داخلی کے محیط کے متساوی ہو جائے۔ 


تو نسبتِ (1) ہوگی محیط دائرۂ خارجی _ أپ ے نصف قطر دائرۂ خارجی 
محیط دائرۂ داخلی آر ‏ نصف قطردائرۂ داخلی 
محیط دائرۂ خارجی _ محیط دائرۂ داخلی 


ڈا ہوا َ‫ 
لہذا ہو نصف قطر دائرۂ خارجی ‏ نصف قطردائرۂ داخلیٰ 


او : و ا 
مضلع منتظم یعنی وہ مضلع جس کے تمام اضلاع و زوایا متساوی ہوں۔ 
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چونکہ دونوں دائثرات کے سائزوں کے لیے کوئی قید نہیں ہے لہذا مقرار ےحیک ائ'_ 
نصف قطر دائرہ 

تمام دائرات کے لیے متساوی ہوگی۔ 

لہذا محیطِ دائرہ و نصفِ قطر کا تناسب ایک مقدار مستقل ہوا, و ایسے ہی اس کا و 


قطر کا تناسب ہے۔ 


2 گزشتہ مضمون میں ہم نے بتایا کہ تناسب ك- تمام دائرات کے لیے ایک بی ہوتا 
ہے۔ اس تناسب مستقل کی قیمت کو ہمیشہ ایک حرفِ یونانی ٭ (ملفوظ پَائٔی) سے 
تعبیر کیا چاتا ہے تو × ایک عدد ہھا۔ 

محیط 
لہذا ہے > عدد مستقل ۶5۔ 
: قطر 
تو ہمیں آگے مذکور مکتسب حاصل ہوا: محیط دائرہ ہمیشہ اس کے قطر سے × مرتبہ 


و اس کے نصف قطر سے 2ء مرتبہ زیادہ ہوتا ہے۔ 


 .3‏ بد قسمتی سے ہ کی قیمت عدد تام نہیں ہے و نا ہی اسے کسر میں تعبیر کیا جا 
سکتا ہے, نا ہی کسر اعشاری ٹکراری یا غیر تکراری میں۔ 
تو عدد * ایک نا قابل تسخیر مقدار ہے, یعنی مقدار جس کی قیمت کاملا دو اعداد تام 
کے تناسب کے طور پہ تعبیر نہ کی جاکے۔ 
خیر 8 مقام اعشاری تک درست اس کی قیمت ہے ...3.14159265 
و کسر کے پہلے 2 مقام اعشاری تک × کی صحیح قیمت بتاتا ہے 


2 ۔ 
2 ...3.14285 
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٭ کی زیادہ درست قیمت ہے جو 6 مقام اعشاری تک درست ہے, 


5ے 
کہ 3 ...3.14159203 


حاصل: × کی قریبی ایک قیمت جو 2 مقام اعشاری تک درست ہے وہ کسر 22 سے 


تعبیر کی جاتی ہے, و ایک مزید درست قیمت ...3.14159 ہے 


وبمعصل شیع سے گلا سک رین کے ِ >...03183098862۔ 


4. مثال 1: ایک تین پہیا گاڑی کی پہیا کا قطر 28 انگوٹھے ہے, تو پہیا کے ایک دوران 
میں اس کا مرکز کتنا منتقل ہوا؟ 
یہاں نصف قطر 14 انگوٹھے ہے۔ 
تو محیط < 14.2 2> 128 انگوٹھے۔ 


پھر اگر ہ < شٌ لیا, تو محیط < 28 × غ2 انگوٹھے < 7 قدم 4 انگوٹھے تقریبا۔ 


باعتبار * کی مزید درست قیمت ...3.14159265 کے 
محیط * 28 × ...3.14159265 انگوٹھے > 7 قدم ...396459 انگوٹھے۔ 


مثال 2: اُس راستۂ دائری کا نصف قطر کیا ہوگا جس کے گرد ایک دوڑنے والا جب پانچ 


دوران لگاتا ہے تو 1 میل ہوتا ہے؟ 


اس کا محیط ہوا ٣‏ ۳ء یعنی 352, گرڈ 


میل - 1760 گز۔ 
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لہذا اگر نق راستہ کا نصف قطر* ہے 


تو 2ررنق > 352۔ 
116 
یعنی وت تد 


22 
پمرہ< كُك, حاصل ہوا تھ- گلا کز تھریبا۔ 
سفن ٌِّ < 031831 سے حاصل ہوا 

نھ > 176 × 031831 > 56.02256 گزز 


5 مکتسب: قطریہ ایک زاویۂ مستقل ہے۔ 
مضمون 9 کا رسمہ لے لو و فرض کرو کہ قطعہ بچ دائرہ کا ایک ریع ہے یعنی اس کے 
محیط کا ایک چوتھائی۔ 
تو مضمون 12 کے مطابق بچ کا طول َأيلّڈ ہوا“, جبکہ نھ دائرہ کا نصف قطر ہے۔ 
و اقلیدس 33-6 کے مطابق کسی دائرہ کے مرکز میں بنے زوایا کا ایک دوسرے کے 
ساتھ تناسب متساوی ہے ان قطعات کے آپسی تناسب کے جن پہ وہ زوایا قائم ہیں۔ 


رر دیاھے کات 
کواج پ اطعم بی این 
2 


لیکن زاویہ بأھ ایک قطریہ ہے۔ 


. 5 ۳4 ۶ ۳ 7 
١‏ اپ و_-+ آج < گے × ایک قائمہ۔ 
لہذا ایک قطریہ < گ. دبآج <1 × ایک قائمہ 


وی و 
و اسے نَة بڑھیں گے۔ 
" کیونکہ محیط < 2 ئق نصف محیط ٢<‏ لق ریع محیط < ٢‏ نقا2 
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چونکہ قائمہ ایک زاویۂ مستقل ہے, و ہم ثابت کر چکے ہیں (مضمون 12) کہ × ایک 
عدد مستقل ہے, تو اس سے لازم ہے کہ قطریہ بھی ایک زاویۂ مستقل ہے, و لہذا قطریہ 


ہمیشہ یکساں ہوگا خواہ وہ دائرہ کیسا ہی ہو جس پہ یہ بنا ہے۔ 


6۔ ‏ مقدار قطریہ, 
مضمون گزشتہ کے مطابق 
ے .2ڈ ۔ ۹80ا _ 180" 
ایک قطریہ - پچ × قائمہ ۰ (.....3.14159265 
> ۹57.2957795 - 57 448'177" تقریباً۔ 


217 چونکہ ایک قطریہ < ك × ایک قائمہ 
تو ایک قائمہ < كٔ قطریات, 
تو 0+ 2-2 قائمات *٭ × قطریات, 
7 0 - 4 قائمات *> ۲2ء قطریات, 
لہذا خط دورانی (مضمون 6 میں) جب ایک مکمل دوران تمام کرے گی, تو وہ ایک 
زاویہ بنائے گی جو 2 قطریات ہوگا۔ و جب وہ تین دوران مکمل کرے گی تو 716 


قطریات کا زاویہ ہوگا۔ و جب وہ ط دوران کرے گی تو زاویہ بنائے گی 2ط×ۃ قطریات 
گا 


 .8‏ عمل میں عموماً قطریہ کے رمز کو حذف کر دیا جاتا ہے تو '"'ٴ کا ایک زاویہ"' کے 
بجائے کہا جاتا ہے ایک × زاویہ"۔ 
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لہذا طالب کو یہ بات خوب یاد رکھنا چاہیے کہ اگر وہ اکائی مذکور نہ ہو جس سے 
زاویہ کی پیمائش کی گئی ہے, تو وہ اپنے ذہن میں لفظ قطریہ قائم کر لے ورنہ دھوکا 
کھا سکتا ہے کہ ٭ سے ۶180 مراد ہے۔ و یہ سچ ہے کہ ٭ قطریات (7ً) متساوی ہیں 


0 کے لیکن * خود ایک عدد ہے محض عدد۔ 


9 پیمانۂ دوری کو پیمانۂ ساٹھ عددی یا پیمانۂ سو عددی میں تبدیل کرنا و اس کا 
+- 
طالب کو درج ذیل نسبتیں یاد کر لینا چاہیے۔ 
2 قائمات - ۹180 - ۶200ھ چرڈ_ 


تو تبدیلی اب محض اصولِ حساب سے ہوگی۔ 


مثال: 


(1) 045 ء4 * 045 × 180 - 81ء 90 


3 3 3 


(2) 43 - کے × مر - چ× 2۱180 چ× 200 


(3) ۹40 3615" - 40 215 - 40.26ٴ 
رڈ : 
< 4026 × َء ۲0.2236 قطریات۔ 


(4) ۶40 36'15" - ۶40.1536 - 401536 × کے قطریات < 0.200768ء 
قطریات۔ 
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0 مثال 1: ایک مثلث کے زوایا ترتیِ اکائی'' پہ مرتب ہیں, و سب سے چھوٹے زاویہ 
کے مرتبات کی تعداد و سب سے بڑے زاویہ کے قطریات کی تعداد کا تناسب ہے ۴:40۔ 
اب تمام زوایا کے درجات بتاو۔ 
فرض کرو کہ وہ زوایا ہیں (ح-س)" <ح" (ح+س)"۔ 
چونکہ تینوں زوایا کا اجتماع 9180 ہے, 
تو 0ءء (-ح-)+<+(م+ی) < دی+۔د+<+ی < 3< ۔ 
تو کے پت 60 
لہذا زوایا مطلوب ہوئے 

(60--)", ۴60, (60+ی)5 
اب (60-.)'- ق8 × (60-)۴ 
و (60+س > گے × (60+س) قطریات 


7 10 
نا “2 (60-م) : گت (60+س) : 40ء 
لہذ 9 ) ۲ ک6 ٠‏ 7۴ 

0 60-. ے 40 


یعنی 60(5-س) * 60+س 


یعنی سد 40 
لہذا زوایا مطلوب ۶20, ۶60, ۶100 ہیں۔ 


'' ترتیب اکائی سے میری مراد یہ ہے کہ ایک متوالیہ کے ہر عدد و اس کے بعد والے عدد میں متساوی فرق ہو, جیسے 1, 2, 3....+1ء 
4 /,...؛ 30, 60, 90 ... وغیرہ۔ 
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مثال 2: معشر منتظم کے زاویہ کی مقدار کو پیمائش زاویہ کے تینوں نظاموں میں 
تعبیر کرو۔ 
اقلیدس 32-1 سے لازم ہے کہ کسی مضلع کے تمام زوایا داخلی چار قائمات کے ساتھ 
متساوی ہوتے ہیں اتنے قائمات کے دو گنے کے جتنے اس مضلع میں اضلاع ہیں۔ 
فرض کرو کہ معشر کا ایک زاویہ متضمّن ہے < قائمات کو, تو تمام زوایا ایک ساتھ 
متضمن ہوئے 10< قائمات کو۔ 
تو لازم مذکور کے مطابق ہوا 10<+4 ۶ 20, 

تو حے کچ قائمات 

لیکن 1 قائمہ > ۹90 - ۶100- كٍ قطریات, 


لہَذا زاویۃ مظلوب ہوا 4 ۶160ء گا قطریات۔ 


1 مکتسب: کسی زاویہ میں تعدادِ قطریہ ایسے کسر کے متساوی ہوتی ہے جس کا 
مافوق وہ قطعہ ہو جو وہ زاویہ کسی دائرہ کے مرکز سے بنائے. و ماتحت اس دائرہ کا 
نصف قطر ہو۔ 
فرض کرو کہ بأد ایک زاویہ ہے جو بنا ہے ٌ 
اس خط سے جو أب سے چلی و گھوم کے 
مقام اد پہ پہونچی۔ 
پھر أ کو مرکز بنا کے کسی بھی بعد سے ایک 
دائرہ بناو جو خطوط أب و أد کو نقاط أ و د 


پہ کاٹے۔ 


ج 


7 : . 
معشر وہ مضلع ہے جس میں دس اضلاع ہوں۔ 
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فرض کرو کہ زاویہ بأج ایک قطریہ ہے, تو قطعہ بج متساوی ہوا نصف قطر أب کے۔ 
و اقلیدس 33-6 کے مطابق ہوا 


دباأد 2 دباأد _ قطعہ بد _ قطعہ بد 


1 قطریہ ۔<بآج ‏ قطعہ بج نصف قطر 
: ہے اقطفاتھ وی و 
تو دبادء - 7 قطریہ 
تو مکتسپ مذکور ثابت ہوا۔ 


2 مثال 1: ایک 3 اقدام نصف قطر والے دائرہ کے مرکز میں بنا ہوا ایسا زاویہ بتاو جو 
1 قدم طول کا قطعہ بنائے۔ 


: 07 قطعہ_ _ 1 
زاویہ میں تعداد قطریہ ‏ ہے قزر و٢‏ : : ۱ 
: پوت سے ار تا کو سی سے دَ 5 ٠‏ 
لہذا زاویہ > چ قطریہ >.. قائمہ < گ × 90 - چ- دو 
× کو ح22 کے متساوی ماننے پہ 


مثال 2: 5 اقدام نصف قطر والے ایک دائرہ میں اس قطعہ کا طول کیا ہوگا جو دائرہ 
کے مرکز میں 15۶33' کا زاویہ بنائے؟ 

اگر طول مطلوب < اقدام ہوں, 

تو > قطریات کی تعداد 33 15' میں, 


0+02 
کچ- ٦‏ (مضمون 19) 


133 
20ء 
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ہے گھا بے ری ہے ہے ھا و مھ ہر سے 
یح ر٢‏ اقدام 7 1م × -' اقدام تقریباء 


> 9222 اقںا۔ تو 
2 اقدام تقریبا۔ 


مثال 3: فرض کرو کہ آفتاب سے زمیں کی مسافت اوسّظ 92500000 میل ہے, و 
آفتاب زمیں پہ ایک آدمی کی آنکھ میں 32' کا زاویہ بناتا ہے۔ تو قطر آفتاب کیا ہوا۔ 
فرض کرو کہ ق قطر آفتاب ہے میل میں۔ 

و جو زاویہ آفتاب نے بنایا وہ بہت چھوٹا ہے, و اس کا قطر تقریبا اس دائرہ کے ایک 
بہت چھوٹے قطعہ کے متساوی ہے جس کا مرکز دیکھنے والے کی آنکھ ہے۔ و آفتاب 
اس دائرہ کے مرکز میں 32' کا زاویہ بنائے ہے۔ 

لہذا مضمون 21 کے مطابق ہوا 


0ںں0ے دو × تعداد قطریات 32' میں, 


< تعداد قطریات گكُہ میں, 


ےک پر سا نے اھ 
5 80 6875 
ے 185000000 
کٹ قۃ× 675 ٢‏ میلء 
5 10 7 22 میل تقریبا: 
> 862000 میل تقریبا۔ 
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مثال 4: فرض کرو کہ ایک شخص اتنی دوری پہ لکھے ہوئے کو پڑھ سکتا ہے, کہ 
حروف اس کی آنکھو میں 5' کا زاویہ بنائیں۔ تو بتاو کہ ان حروف کی بلندی کیا ہوگی 
جو وہ پڑھ سکتا ہے (1) 12 اقدام پہ, (2) ایک میل کے چوتھائی یہ؟ 

فرض کرو کہ < بلندئے مطلوب ہے اقدام میں۔ 

پہلے مسئلہ میں < تقریباً 12 اقدام تصف قطر والے داثرہ کے ایسے قطعہ کے متساوی 
ہے, جو اکّکے مرکز میں 5' کا زاویہ بنائے۔ 

لہذا > تعداد قطریات 5' میں 
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باب 2 


قائمہ سے چھوٹے زوایا کے تناسبات تثلیثی۔ 


3 اس باب میں ہم خالص ان زوایا کی بحث کریں گے جو قائمہ سے چھوٹے ہیں۔ 
فرض کرو کہ ایک خطِ دورانی أُد أب سے 
چلی و مقام اد پہ پہنچی, تو اس نے زاویہ 
بأد بنایا۔ 
اب خط دورانی میں کوئی بھی نقطہ د لے 
لو و اس سے خط دھ بناو جو خط ابتدائی 
أب پہ عمود ہو۔ أ ھ 
تو زاویہ ھاد میں أُد وتر ہے, دھ عمود ہے اھ قاعدہ ہے۔ 
تو زاویہ بأد کے, تناسبات تثلیثی یا دالات, ہوئےے 


هد بی ع۹ , و اسے زاویہ بأد کا سائن کہیں گے, 


آتج 7 وثر 

آھہ ںوی اعد , و اسے زاویہ بأد کا ہمسائن کہیں گے ”بَن 
آد وتثر 

2 یعنی ععوت و اسے زاویہ بأد کا مماس کہیں گے, مہ 
ھ 


آھ_ وی قاعد , و اسے زاویہ بأد کا قلب مماس کہیں گے ”قَمَن' 
عمود 
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لآ یمنی ےت , و اسے زاویہ باُد کا قلب سائن کہیں گے, 7 
هد عمو 

ا یعنی ےا , و اسے زاویہ بأد کا قلب ہمسائن کہیں گے'۔ ”قہٌنہ' 
اپ قاعد 


وہ مقدار جو 1 سے ہمسائن کم کرنے پہ آئے, یعنی 1 - ہس با اس کو ہم بأد کا عکس 


سائن کہیں گے" عَسِن' و 1 - سی باأُد یعنی وہ جو 1 سے سائن کم کرنے پہ آئے, اس 
کو ہم عکس ہمسائن کہیں گے' عَہّدَ '۔ 


4 یہ بات خوب یاد رہے کہ تمام تناسباتِ تثٹلیثی اعداد ہیں۔ و ان آٹھ تناسبات کے رموز 
یہاں توضیح کے لیے لکھے جا رہے ہیں۔ سی بأد, بس بأد, مس بأد, قمس بأد, ق 


بأد, قہس بأد, عسی بأد, عہس بأد حسب ترتیب۔ و آخری دو تناسبات کا استعمال 
بہت کم ہوتا ہے۔ 


5 تعریفات سے ظاہر ہے کہ قلبِ سائن سائن کا مقلوب ہے, تو ہوا 


قسے اد ے> س1ہ_ 
سی باد 


و قلبِ ہمسائن ہمسائن کا مقلوب ہے, تو ہوا 
قہس بأد “- بس لے 
ہس بآد 


و قلبِ مماس مماس کا مقلوب ہے, تو ہوا 


7 نے 1 
قس ب‌اد < سی 


مس باد 


ان سطروں میں مچھ سے غلطی سے ''قاعدہ'' کے بجائے ''قاعد"' ہو گیا ہے۔ 
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دلیل کہ ایک زاویہ کے تناسباتِ تثلیۃ 
اس میں ہمیں یہ دکھانا ہے کہ اگر خط 
دورانی أد میں دیگر کسی نقطہ د' سے 
ایک خط د'ھ' بنائیں جو أٗب پہ عمود ہو, 
تو تناسبات جو مثلت أد'ھ' سے حاصل 
ہوں گے, وہ یکساں ہوں گے ان کے جو 


حاصل ہوئے مثلث أُدھ سے۔ 


خیر دونوں مثلثات کے وہ زوایا جو أ پہ ہےں تو وہ مشترک ہیں, و زوایا جو ھ و ھ' پہ 


ہیں وہ دونوں قائمات ہیں تو متساوی ہیں۔ 


0 : 00-7 هد _ ھاد' 
لہذا دونوں مثلثات متساوی زوایا ہوئے, لہذا اقلیدس 4-6 کے مطابق ہوا اج ور 
اذ اذ 

یعنی زاویہ بأد کا سائن ہمیشہ یکساں ہوگا خواہ ہم خط دورانی کے کسی بھی نقطہ 
کو لے لیں۔ 
چوتکہ:اشی مقامہ سے معلوم ہوا کے 

لوج امفوقا تج فان 

آد و اھ اھ' 


تو لازم ہے کہ خط دورانی پہ چاہے جو نقطہ اختیار کیا جائے ہمسائن و مماس بھی 
ہمیشہ یکساں رہیں گے۔ و اسی طرح دیگر تناسبات ہیں۔ 

و اگر أب کو خط دورانی فرض کیا جائے, و اس میں ایک نقطہ د'' لیا جائے و اس سے 
اد پہ عمود د''ھ'' بنایا جائے, تو مثلث أد''ھ'' سے حاصل ہونے والے دالات کی قیمت 


مثل پہلے کی ہوگی۔ 
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چونکہ دونوں مثلثات أُدھ و أد"ھ'' میں دو زوایا د''أھ'' و أھ''د'' حسب ترتیب متساوی 


ہیں دأھ و أھد کے, و یہ دونوں مثلثات متساوی زوایا ہیں, لہذا یکساں ہیں۔ 
او 


تو حاصل ہوا 0ے ھپ اھ اے تھے 


7 ایک زاویہ کے تناسبات تثلیٹی کے درمیان کی بنیادی نسبتیں۔ 
اب ہم دیکھیں گے کہ اگر کسی زاویہ کے تناسبات تثلیثی میں سے ایک بھی معلوم ہو 
تو ہر دیگر کی مقدار عددی معلوم ہو جائے گی۔ 
فرض کرو کہ ص سے زاویہ بأد مراد ہے (مضمون 23 کے رسمہ میں), 
تو مثلث بأد میں, اقلیدس 47-1 کے مطابق, حاصل ہوا 


ور + أوۃ* ار ۳۳۰۹ھ 
لہذا اد سے تقسیم کر کے حاصل ہوا 
آد آد 
یعنی (سي ص)2+ (ہس ص)۶2* 1 


لیکن مقدار (سی ص)* کو ہمیشہ سیص لکھا جاتا ہے, و ایسے ہی دیگر مقادیر کو بھی۔ 
)0 
پھر مساوات (1) کے دونوں جوانب کو اھ“ سے تقسیم کر کے حاصل ہوا 

اھ اھ 


تی (مد ص)2+ 1> (قہد ص2 


لہذا یہ نسبت ہوئی ‏ سی ص+بساھ ×1 ۔ 


تو ہوا قہںڈھ < ۹1+ مب*2ص 09 


309ھ اعد ۳!-ھ/ذاا ٥٥‏ /۵٥٥۔۷۵آ506/اا:ەمتاجا‏ 


پھر مساوات (1) کے دونوں جوانب کو ھد* سے تقسیم کیا تو حاصل ہوا 


یعنی 1+ (قمسد ص) * (قسي ص) 
تو ہوا قسیڈص ۶< 1+ قمبںص 7 
پھر چونکہ ہچوک نے 
اد آد 
تو فا سیصع ے هد آٴھ 0 
: وو أُد 5 اھ 
لٰذا سم د کے .......(ک 
٦‏ رت ہت 
8ھ عال او ری ا حضل ے قب ۔قسب۔ 
1 ہسب 
توہوا 1۔سب] _ [1-سب] 
1+ ہسب ۷ ۹۔ بسک“ب 
ے 1۔بسب ے_ 1۔بسب 
1تیا میں 
مضمون گزشتہ کی نسبت (1) کے مطابق 
1 سب ےےےٍ ٠‏ 
ا ا یھ بات تا 
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مثال 2: ثابت کرو کہ قہ.ں.2ب + قسر2ب/ * مسب - قمسب 
ہم دیکھ چکے ہیں کہ قہس 2ب < 1+ مس" ب؛ 
و قسیاب > 1+ قمسں۶ب؛ 


. قہس اب + ڈ 


یب > مس2ب +2+ قمس۶اب 
> مس؟ب +2مسب قمسب + قمسد'ب 
> (مسب + قمسب)2 


تو ہوا قہس۔*ب + قسی2ب۷ ۶> مسب + قمسب۔ 


مثال 3: ثابت کرو کہ (قسیب - سیب)(قہسب - ہسب)(مسب + قمسب) >1۔ 


کو ٴَ 1 1 سیب ہسبِ 
عبارت مذکور ہوئی ) ا ۰۳۲ کرت با 5 انید پا 


ت لوان > ا1ک سان سن وت 
۔۔. سیب ہسب سیب ہسب 
2 2 
سب _ سیب 1 
-‫ ۰ 
>1۔ 
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9 تاسبات تثلیثی کی قیم کی نہایات۔ 
مضمون 27 کی مساوات (2) کے مطابق ہوا 
سیڈص + ہس ص < 1۔ 


اب چونکہ سیٴص و ہسٴص دونوں مریع ہیں, تو ضروری ہے کہ ایجابی ہوں۔ پھر چونکہ 


ان کا اجتماع 1 ہے, تو ان میں سے کوئی بھی 1 سے زیادہ نہیں ہو سکتا۔ 

[کیونکہ اگر کوئی بھی, کہ لو سیۃص , ایک سے زیادہ ہوتا تو دوسرا, کہ لو سڈ , لازما 
سلبی ہوتا, جو نا ممکن ہے۔] 

لہذا نا تو سائن و نا ہی ہمسائن عدد میں 1 سے زیادہ ہو سکتا ہے۔ 


پھر چونکہ سیص 1 سے زیادہ نہیں ہو سکتا, تو قسیص جو کہ متساوی ہے _._ کے, 

وہ 1 سے کم نہیں ہو سکتا۔ ۱ 

و ایسے ہی قہسص جو کہ متساوی ہے ٠‏ کے, وہ بھی 1 سے کم نہیں ہو سکتا۔ 
 .0‏ یہاں مذکور نتائج مضمون 23 کے رسمہ سے بآسانی نکالے جا سکتے ہیں۔ 

کہ زاویہ بأد کی قیمت چاہے جو ہو, اضلاع أھ و ھد میں سے کوئی بھی أد سے بڑا نہ 

ہوگا۔ 


اب چونکہ هد کبھی أد سے بڑا نہیں ہو سکتا, لہذا تناسب 2ٹ کبھی 1 سے زیادہ نہیں 
آد 

ہو سکتا, یعنی کسی زاویہ کا سائن کبھی 1 سے زیادہ نہیں ہو سکتا۔ 

و چونکہ أُھ کبھی أُد سے بڑا نہیں ہو سکتا لہذا تناسب آ2 کبھی 1 سے زیادہ نہیں ہو 
اد 

سکتاء یعنی ہمسائن کبھی 1 سے زیادہ نہیں ہو سکتا۔ 
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1. ہم ایک زاویہ کے تناسباتِ تثلیثی کو ان میں سے کسی کے بھی اعتبار سے تعبیر کر 


سکتے ہیں۔ و اس کا سب سے آسان طریقہ امثلہ سے نمایاں ہوتا ہے۔ 


مثال 1: تمام تناسباتِ تثلیثی کو سائن سے تعبیر کرنا۔ 0 
فرض کرو کہ بأد کوئی زاویہ ص ہے, و اد کا طول 1 : . 
ہے, و هد کا طول < ہے, تو اقلیدس 47-1 کے مطابق 

ہواء آ ےھ 


آھد آر2۔ھر۷ کے ۔ ي۷ 


ہنا سید ڑل ے ےٌعمے 
آد 1 
کت < 1۔حۃ/ < 1-سیڈص 
د۰ 
ہے تہ ہے سط 
می ضر کک ہج کی 
آھ ا ھی 


افص یں جھر۔۔ تہ وص 

2 یئ "وھ 

قسیط هر ح سیہ 

2 کت اش ہد 1 یت 1 
چس یس جیا 

کو چا نمس یو کا 


آخری پانچ مساوات ہمارا مطلوب ہیں۔ 
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مثال 2: تمام تناسباتِ تثلیثی کو قلب 

مماس میں تعبیر کرنا۔ 

فرض کرو کہ هد 1 ہے, و أھ س ہے, تو 

اقلیدس 47-1 کے مطابق ہوا ٭ 
ارک آج2 ++ ورتلاے ۹+ی 


او ی2 1+ ور۷2 
5 اھ 7 قفمسص 


اد 1ۃ 1+ قسےے/ 


بس × جو ك۵ قش 
2 
سے ہے اکا سے < 1+ قںص۷ 


آخری پانچ مساوات ہمارا مطلوب ہیں۔ 
خیال رہے کہ ہر مسئلہ میں, وہ کسر جس سے تناسب تثلیثی کو تعبیر کیا گیا ہے اس 
کا ماتحت 1 ہے۔ مثلا سائن هداأد ہوتا ہے تو مثال 1 میں ماتحت اد کو 1 فرض کیا؛ و 


قلبِ مماس أُھاھد ہوتا ہے تو مثال 2 میں ضلع هد کو 1 فرض کیا۔ 
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اسی طرح اگر ہمیں دیگر تناسبات کو ہمسائن سے تعبیر کرنا ہوتا, تو چونکہ ہمسائن 
متساوی ہے أھاأد کے, تو ہم أأد کو 1 بناتے و أھ کو ف, پھر باقی عمل مثل امثلۂ 1 و 2 
کے کرتے۔ 

خیر آنے والی امثلہ میں اضلاع کی قیم رقمی“' ہیں۔ 


مثال 3: اگر ہسص متساوی ہے 53 کے, تو دیگر تناسبات کی قیم بتاو۔ 

اولا خط ابتدائی أب میں سے أھ کو 3 کے متساوی فرض کرو, و اس پہ ایک عمود هد 
کھڑا کرو۔ 

و فرض کرو کہ طول 5 کی ایک خط نقطہ ا کے گرد گھومی, یہاں تک کہ اس کا دوسرا 
سرا اس عمود سے نقطہ د پہ ملا تو بأد ہوا زوایہ ص ۔ 

اقلیدس 47-1 کے مطابق ہوا مد > أرة ٴو۶ > 25۔3٥۷‏ >4 


لہذا یص دج "ہر و یح کے قیسص× کے 


مثال 4: فرض کرو کہ ص ایک زاویہ ہے جس کا سائن 3٢1‏ ہے, تو دیگر تناسبات تثلیثی 
کی مقدارِ عددی معلوم کرو۔ 
یہاں سیے < تو مضمون 27 کی نسبت (2) کے مطابق ہوا 


2 
1 
٦ 2 ں2‎ 8 
3 


تعبیر کے اعتبار سے اعداد کی دو اقسام ہیں: عدد رقمی جو خاص رقم عدد سے تعبیر کیا جائے جیسے 0, 1, 2, 3....؛ و عدد 


حرفی جو حروف سے تعبیر کیا جائے جیسے <, × وغیرہ۔ تو قیمت رقمی سے مراد وہ قیمت ہوئی جو عدد رقمی سے تعبیر ہو۔ 
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ا و ور 

9 ""‪ھھ] 
جو وی 
قسںے < - >22/ 
قسیہ> <3 

ا 3ے 03 

07س وو کے 
عسی,ص > ۔ پیرص <> 1-ےا 

21 ک2 
عہسھ<-1- سیص <1 - چ > کے 
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مت 


جدولِ درج ذیل میں ہر تناسب تثلیٹی ہر دیگر کے اعتبار سے تعبیر ہے۔ 


33 


بعض مسائل مفیدہ میں تناسبات تثلیٹی کی قیم۔ و ان میں سے زاویہ 45" ہے۔ 


فرض کرو کہ زاویہ بأد ۹45 ہے۔ 
پھر چونکہ مثلث کے تینوں زوایا ایک ساتھ دو قائمات کے متساوی ہوتے ہیں, 


دادھ - ۶180- دداھ - ددم) - ۶180 - 90-۶45 - ۹45 - دداھ 


تو 
کے > هد * ح(کہ لو) 
7 أد < أوة + مد۷“ ۷2/< 
هد ح 1 
چگوہ د ھا ے گے اک 
کک اد ماد 2 
0.207 
چھہ - لے ۔ ا ے ےہ 
َ اد 2اہ 2 ا 
ا نک 
905ھ کل کل 12 
4 زاویۂ 30'۔ 


فرض کرو کہ زاویہ بأد ۹30 ہے۔ 
پھر دھ کو د' تک نکالو, هد' کو دھ 
کے متساوی رکھتے ہوئے۔ 

چونکہ دونوں مثلثات أھد و أهد' 
کے جوانب أھ و ھد' متساوی ہیں 
أھ و هد کے, و جن زوایا کو وہ 
گھیرے ہیں وہ بھی متساوی ہیں۔ 
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لہذا 
لہذا 


توہوا آرےدگگ ورےم 


25 


أد' > أں و دأداد > دادد' > ۹60, لہذا مثلث دأد' متساوی اضلاع ہوا۔ 


أرة> ور2 > 4رو2 > 4ر2 - 4ح2 


زاویۂ 260 


فرض کرو کہ زاویہ بأد 60* ہے۔ 
خط أب میں ایک نقطہ ف لو, اس 
طور پہ کہ 

ھف * أھ * ح(کہ لو)۔ 
تو دونوں مثلثات أھد و فھد کے 
دو اضلاع أھ و هد متساوی ہوئے 


دو اضلاع فھ و هد کے حسب 


ف 


ترتیب, و ان کے زوایا بھی متساوی ہوئے, لہذا دونوں مثلثات متساوی ہیں۔ 


دف * أد و ددفھ * ددام - ۶60 
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لہذا مثلث أدف متساوی اضلاع ہوا, لہذا 
أد > أفق > 2أھ > 2< 


ود د آر2- [ رد 4و2۔ ۸د ۷3د 


۱ ہے هد ے 8اد ے ۷3 
لہذ ہے 
اھ > 1 
وج6 ۔ اھ ۔ کے ے ا 
ا کے 
ہے سی 260 
مہ60“ کے > تے 


6 زاویۂ ۹0 


فرض کرو کہ خط دورانی أد ایک بہت چھوٹا زاویہ گھومی, تو زاویہ ھأد بہت چھوٹا 


7 
و تب ضلع هد کی مقدار بھی 
زاویہ گھومنے کے قبل جسے سۀ 


ہم محسوس کر سکیں, ہر اس 

مقدار سے کم تھی جسے ہم فرض کر سکیں, یعنی وہ جسے ہم 0 سے مراد لیتے ہیں۔ 

و اس مسئلہ میں, دو نقاط ھ و د تقریباً منطبق ہیں, و بأد جتنا چھوٹا ہوگا وہ دونوں 
نقاط اتنا ہی قریب ہوں گے۔ 

لہذا جب زاویہ بأد صفر ہوگا, تو دو اضلاع أھ و اد متساوی ہوں گے, و ضلع هد صفر 
ہوگا۔ 
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أ 
سنہ أھ ے اد ے1 
أد أد 
ں0٥‏ دن 
1 
قوں ٥0‏ > آ کی قی ت جبکہ ھ و د ایک دوسرے پہ منطبق ہوںء 


* تناسب ایک مقدار متناہی کا ایسی چیز سے جو بلا نہایہ چھوٹی ہو 
ایک مقدار جو بلا نہایہ بڑی ہو۔ 

و ایسی مقدار کو رمز ٥ہ‏ سے تعبیر کیا جاتا ہے۔ 

لہذا قمد0"*ہ 


ایسے ہی ور حہ ۔ غ2 - ه 
و ھد 


یں 0٥ے‏ لے س1 
اھ 


7 زاویۂ ۹90 
فرض کرو کہ زاویہ بأد قائمہ کے بہت قریب ہے, لیکن ۰ 
قائمہ نہیں ہے۔ 
لیکن جب أُد قائمہ بنائے گی, تو نقطہ ھ نقطہ أ پہ منطبق 
ہوگا, تو ضلع أھ 0 ہوگا, و أأد و هد متساوی ہوں گے۔ 
ہذا ہے وو - ھد ۔ آ٥‏ - 1 
آد آد : 
ھ 
نے ووہ ۔ آھ ۔ 2 ۔ن 
ار ا 
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هد ایک مقدار متناہی 


اید نکد نات چو متا 
< بلا نہایہ بڑا عدد - ٥‏ 
قے, موہ ۔ آھ ے 8ن 


8 تعریفِ زوایا اتمامی: ایسے دو زوایا کو اتمامی کہا جاتا ہے جن کا اجتماع ایک 


قائمہ ہو۔ لہذا ص و 90-ص ایک دوسرے کے اتمامی ہوئے۔ 


9. دو زوایا اتمامی کے تناسبات 
تثلیثٹی کے درمیان کی نسبتیں 
معلوم کرنا۔ 
فرض کرو کہ ایک خط دورانی أپ 
سے چلی و ایک زاویۂ حادہ بأد 
بنایا, متساوی ص کے۔ پھر اس خط 
دورانی کے کسی بھی نقطہ د سے ۷حتے 


دھ عمود بنایا .- یپہ۔ 
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چونکہ مثلث کے تینوں زوایا ایک ساتھ دو قائمات کے متساوی ہوتے ہیں, و زاویہ اهد 
ایک قائمہ ہے, تو دو زوایا هأد و أُدھ کا اجتماع ایک قائمہ ہوا۔ 
لہذا وہ دونوں ایک دوسرے کے اتمامی ہوئے ‏ و <أدھ * ۶۹90-ص 
[جب زوایہ اُدھ ملحوظ ہوگا, تو ضلع دھ قاعدہ ہوگا و هأ عمود ہوگا] 
و تب ہوگا 

سی(90'-ھ) *> سے هدأ >< - 
۔(۶90-ھص) *> ب جج ہے باأد > سیوص 


د 


سی ھاہ ےج و 
م۔(۶90-ھ) * مس هدا < ہے × قمس بأد < قمس ص 


قس(۶90-مص) < قمد مدا > کل 27 0 
ھا 


قسی(۶90ھ) * قسی ھداأ < خٍِ قہس باأد < قہد ص؛ 


ھ 
قہ۔(۶90ص) < قہد مدا < ا < قسي باد < قسي ص۔ 
تو ہم نے دیکھا کہ 
کسی ژاویہ کا سائن < اس کے اتغامی گا بمسائن 
و کسی زاؤیہ کا ماس ٭ اس کے اقمامی کا قلب معاس: 


کسی زاویہ کا قلب سائن > اس کے اتمامی کا قلب ہمسائن, 
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0 طالب کو آگے بڑھنے سے قبل درج ذیل جدول سے خوب مانوس ہو جانا چاہیے۔ 
[اس جدول کے مطول کے لیے مضمون 76 دیکھو۔] 


زوایا 60 مو 
7 ۷ 
سائن کچ 1 
ہمسائن طٍِ 0 
مماس 65 ‌ 
قلب مماس ۰- 6 1 چ 0 
قلب سائن - 8 ۷ چٌ 1 
قلببسائن| ٠‏ | چٌ | جا ]۔ہ 


اگر طالب جدول مذکور میں نشان دہی کیے ہوئے جز کو یاد کر لے تو باقیوں کو وہ 
بآسانی حاصل کر سکتا ہے۔ 
(1) 60* و 90" کے سائن حسب ترتیب ۶30 و 0٭ کے ہمسائن ہیں۔ (مضمون 39) 
(2) 60* و ۶90 کے ہمسائن حسب ترتیب ۶30 و ۶0 کے سائن ہیں۔ (مضمون 39) 
(3) کسی زاویہ کا مماس اس کے سائن کو اس کے ہمسائن سے تقسیم کرنے کا 
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تو چوتھی سطر کی کوئی بھی مقدار اس کے مناسب دوسری سطر کی مقدار 
کو, اس کے مناسب تیسری سطر کی مقدار سے تقسیم کر کے حاصل کی جا 
سکتی ہے۔ 

(4) چونکہ کسی زاویہ کا قلب مماس اس کے مماس کا مقلوب ہوتا ہے, تو پانچویں 
سطر کی مقادیر ان کے مناسب چوتھی سطر کی مقادیر کا قلب ہوں گی۔ 

(5) چونکہ قسي ہ *< ىٌے, تو چھٹویں سطر دوسری سطر کی مناسب مقادیر 
کو قلب کر کے حاصل ہو گی۔ 

(6) چونکہ قہنہ ھ < سے , تو ساتویں سطر طریقۂ گزشتہ سے تیسری سطر 
سے حاصل ہو گی۔ 
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باب 3 


مسافت و بلندی کے مسائل بسیطہ۔ 


1 علم تثلیث کی ایک غایت ہے دو نقاط کے درمیان کی مسافت کو یا کسی چیڑ کی 
بلندی کو بنا ان کی پیمائش کیے معلوم کرنا۔ 


2 فرض کرو کہ أ و د دو نقاط ہیں, و د أ سے بلند ہے۔ و فرض کرو کہ أھ ایک خطِط 
أُفُقی ہے, جو أ سے گزر کر نقطہ ھ پہ ایک خطِ عُمُودی سے ملی ہے, جو د سے گزری 


ہوئی ہے۔ تو زاویہ ھأد کو أ کے لحاظ سے 


: 7 
د کا زاویۂ مرفوع کہا جائے گا۔ 

پھر هأً کے متوازی خط دن بناو کہ وہ د 

سے گزرنے والی خط افقی ہو جائے۔ تو 

زاویہ ندأ د کے لحاظ سے أ کا زاویہ ا ٦‏ 


مخفوض ہوا۔ 


3. مزوات و سدسیہ دو ایسے آلات ہیں جو افعال عملی میں استعمال کیے جاتے ہیں۔ و 
مزوات سطح عمودی میں زوایا کی پیمائش کے لیے ہے۔ و اس کی شکل ابسط یہ ہے کہ 
ایک دوربین ایک چپٹی لکڑی کے ٹکڑے سے جڑی ہوتی ہے جو تین پائے پہ ٹکا ہوتا ہے و 
ایسے مرتب کیا جا سکتا ہے کہ خط افقی کے بالکل متوازی ہو جائے۔ 
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تو یہ میز افقا ا پہ رکھو و دوربین کے نظر اولا أھ کی جہت میں کرو, پھر اسے ایک 
سطح عمودی میں گھماو یہاں تک کہ وہ بالکل د کو دیکھنے لگے۔ تو ایک پیمانۂ درجہ 
بند وہ زوایہ نمایا کرے گا جو دوربین نے خط افقی سے بنایا ہے یعنی زاویۂ مرفوعِ 
7- 

و ایسے ہی اگر اس آلہ گو د پہ رکھو تو زاویہ ھدأ جس سے دوربین خط افقی سے 

نیچے کے جانب گھومے گی وہ زاویۂ پستی ہوگا۔ 

و اس آلہ کو سطج افقی میں بھی زوایا کی پیمائش کے لیے استعمال کیا جا سکتا ہے۔ 


4 سدسیہ' دو نقاط د و ھ سے کسی تیسرے نقطہ ف پہ بئے والے زوایہ کو معلوم 
کرنے کے لیے استعمال کیا جاتا ہے۔ یہ آلہ بحری جہازوں میں خوب استعمال ہوتا ہے۔ و 


اس کی صورت و غایت یہاں بیان کرنے کے لیے کافی پیچیدہ ہے۔ 


5 اب ہم بلندی و مسافت کے بعض مسائل حل کریں گے۔ 


مثال 1: ایک چھنڈے کا ڈنڈا ایک سطح افقی پہ سیدھا کھڑا ہے و اس کی جڑ سے 
0 قدم دور ایک نقطہ سے اس کے اوپری سرے کا زاویۂ مرفوع 30" ہے۔ تو بتاو کہ 
اس ڈنڈے کی بلندی کیا ہے۔ 

فرض کرو کہ هد (رسمۂ مضمون 42) سے مراد ڈنڈۂ جھنڈا ہے و أ وہ نقطہ ہے جس کے 
لحاظ سے زاویۂ مرفوع لیا گیا ہے۔ 


تو ھء150 قدم, و حماد > ۹30 


سدسیہ کا موجد ابو محمود خجندی ہے 1000 بعد عیسی۔ 
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چونکہ دھأ قائمہ ہے تو ہوا 


ج × من ماد > مل ۹30> کر (مضمون 33) 


ھأ ۔ 150 ۔ 3۷150 ۔ وو 5 


و و رو ہے 


اب جذر مریع حل کر کے حاصل ہوا ۶/3 ...1.73205 
لہذا هد ء 50× ...1.73205 قدم < ...86.6025 قدم۔ 


مثال 2: ایک شخص ایک منارِ مسجد کی بلندی جاننا چاہتا ہے جو ایک سطح افقی پہ 
قائم ہے۔ و اس نے اس سطح افقی پہ ایک مقام سے سرۂ اعلی کا زاویۂ مرفوع 245 
پایا, پھر 100 قدم منار کے قریب جانے پہ اس نے زاویۂ مرفوع 60" پایا۔ تو منار کی 
بلندی و منار کی جڑ سے اس شخص کی 
پہلی دوری بتاو۔ د 
فرض کرو کہ د منار کا سرۂ اعلی ہے, وب و 
ج دو نقاط ہیں جن سے زوایا مرفوع لیے گیے 
ہیں۔ پھر خط بچ کو نکالو و اس پہ دھ 
عمود بناو, و دھ کو <ح فرض کرو۔ 
و معلوم ہے کہ بج > 100 قدم, 
و دھبد ‏ ۶45, 
و حھچد ء560 


و ھ2 ۔ قد 45 < 
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.۔۔ 3100 ۔ 100 ۷۵ (ہ ٥+‏ دوہ رجیکل) 


> 3[50 +...1.73205] ۶ 226.6 اقدام۔ 


چونکہ بھ * <, تو دونوں مسافات مطلوب ...236.6 قدم کے متساوی ہوئیں۔ 


مثال 3: ایک 200 قدم اونچی چوٹی کے اوپر سے ایک منار کے سرۂ اعلی و ادنی کے 


زوایا مخفوض ۶30 و 60 پائے گیے۔ تو منار کی بلندی بتاو۔ 
فرض کرو کہ ب نقطۂ نظر ہے و بج چوٹی کی بلندی 


ہے, و فرض کرو کہ کل منار ہے۔ 7 
تو افقاً بم بناو, کہ 
حدمبک × 30 و دمبل - 60۔ ی 


و فرض کرو کہ منار کی بلندی < قدم ہے, و خط لک 
کو نکالو و بم سے نقطہ م پہ ملاو, تاکہ 

کم بج-<-200-< 
چونکہ دبلج ٭ <ل‌بم > 60" (اقلیدس 29-1)۔ 


7 لچ نچ قمہ بلاج < 200 قسہ 20-۹60 ‌ 
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38 


200 


00د ۔۔ ے لج ۔ 200 
3 
تاکہ < > مم ۔ 200 ۔ 3و و قدم۔ 

ح 200 3 133 قدم 
مثال 4: ایک شخص نے ایک منار کے جنوب میں کسی مقام سے اس کے زاویۂ بلندی 
کو ۹60 پایاء پھر وہ وہاں سے 300 قدم مغرب میں گیا, سطح افقی میں, و تب اس نے 
زاویۂ بلندی کو 230 پایا۔ تو منار کی بلندی و منار سے اس سخص کی پہلی دوری بتاو۔ 


5 


پت 
ب س-ت 
8 
ج 
د۰ 
جح 
ے 8ا 7ر8 
5 
ج اھ 
2 رلےو 
2 
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فرض کرو کہ د منار کا سرۂ اعلی ہے, و دھ اس کی بلندی ہے, و ب اس کے جنوب کا 
نقطۂ معلوم ہے و ج ب کے غرب کا نقطہ ہے۔ تو زوایا دھب, دھج, هھبچ قائمات ہوئے۔ 
چونکہ مثلثات دھب, دھج, بھج مختلف سطوح میں ہیں, لہذا انہیں دوسرے و 
تیسرے و چوتھے رسمات میں بنایا گیا ہے۔ 

و معلوم ہے کہ بج * 300 قدم, <دبھ ۶ ۰60, <دچھ - 30'۔ 


اب فرض کرو کہ منار کی بلندی < قدم ہے۔ 


تو دوسرے رسمہ سے بت > قمس ۶60 *-< 


30 
ع۰ 


تو چھ > 3< 
و آخری رسمہ سے چھ** بھ2+ بچ2 
یعنی 2-3“ لح + 30د 
٠‏ 8-ء- 3 × 300 


۔ 300 3 ۔ 5و 6لا ۔ 
تس 75-150 ×۷۶ 


> 75 × ...244949 - 183.71 قدم۔ 


و منار سے اس کی مسافت 


> 75 × (...1.4142) - ...106.605 قدم۔ 
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باب 4 


رموز جبری کا تثلیث میں جاری کرنا۔ 


6 زوایا ایجابی و سلبی: مضمون 6 میں زاویہ کی کسی بھی مقدار کے بارے میں 
بحث کرنے میں ہم نے خط دورانی کا ذکر کیا تھاء اس طور پہ کی وہ ہمیشہ گھڑی کی 
سوئی کے گھومنے کی جہت میں گھومتی ہے جبکہ گھڑی کا چہرہ اوپر ہو۔ اس جہت 
کو ہم جہتِ گھڑی کہیں گے۔ و جب خط دورانی اس طرح گھومے تو کہا جائے گا کہ وہ 
جہت ایجابی میں گھومی و زاویۂ ایجابی بنایا۔ و جب اس جہت کے خلاف میں 
گھومے تو کہا جائے گا کہ وہ جہت سلبی میں گھومی و زاویۂ سلبی بنایا۔ تو یہ جہتِ 
سلبی جہت گھڑی کی ضد ہوئی۔ 


7 غرض کرو کہ خط دورانی أأب سے چلی و گھومی یہاں تک کہ ایک مقام أُد تک 
پہنچی, جو أب' و آج' کے درمیان ہے, و زاویہ ب'أج' کو کاٹ رہی ہے۔ 
تو اب اگر یہ خط جہت ایجابی میں گھومی ہے تو اس نے ایجابی زاویہ بنایا ہے جس 
کی مقدار +۶255, و اگر جہت سلبی میں گھومی ہے تو اس نے سلبی زاویہ بنایا ہے 


جس کی مقدار ۔۶135۔ 
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پھر فرض کرو کہ ہمیں فقط خط دورانی کا 

مقام معلوم ہے۔ تو ممکن ہے کہ اس نے ایک 

دو تین, ... مکمل دوران کیا ہو پھر +۶225 

کا زاویہ بنایا؛ و ممکن ہے کہ ایک دو تین, ... ب' 
دوران جہت سلبی میں مکمل کیا پھر زاویۂ 

سلبی -۔135" بنایا۔ 

پہلے مسئلہ میں جو زاویہ اس نے بنایا وہ 

ہوگا ۶225 یا ۶360 + 225 یا 2 × ۶360 
+225" یا 3× 225+360 ......, یعنی 225 یا 585" یا 945" یا 61305 .....؛ 


ت 


و دوسرے مسئلہ میں جو ژاویہ اس نے بنایا وہ ہوگا ۶135 یا - 360ھ ۶135 یا -2 


× ۹135-360 یا -3 × 360 -135ء....., یعنی -۹135 یا -495" یا -855" یا 


٠1215-‏ وو 


8 خطوط ایجابی و سلبی: ایک شخص ایک سڑکِ مستقیم پہ ایک سنگِ میل سے چلا 
و 000 گز مکمل کر کے رکا۔ تو جب تک ہمیں معلوم نہ ہو کہ وہ کس جانب چلا ہم 
اس کے رکنے کا مقام نہیں جان سکتے۔ و جو کچھ ہم جانتے ہیں وہ یہ کہ وہ یا تو 
0 گز ایک جہت میں چلا یا اتنی ہی مقدار دوسری جہت میں۔ 
لہذا ایک خط مستقیم پہ پیمایش مسافت کے لیے مناسب ہے کہ ایک جہت معیاری ہو؛ 
و اس جہت کو جہت ایجابی کہا جاتا ہے, و جو بھی مسافت اس میں ناپی جاتی ہے 
وہ بھی ایجابی کہلاتی ہے۔ و جو جہت اس کے خلاف ہے وہ جہت سلبی ہے, و ہر 


مسافت جو اس میں ناپی گئی وہ بھی سلبی ہے۔ 
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خطوط افقی کی جہت معیاری یا ایجابی بائیں طرف ہوتی ہے۔ لہذا طول اب جہت 

ایجابی میں ہے, و طول أب' جہت سلبی میں ہے۔ 

تو اگر أب و أٗب' میں سے ہر ایک کے طول کی مقدارء (عین مقطوع) ہے, تو نقطہ ب أ 

سے +ء کی مسافت پہ ہے و نقطہ ب' أ سے ء کی مسافت پہ ہے۔ 

تو ہر خط جس کی پیمائش بائیں طرف کی جائے اس میں رمز ایجابی سابق ہو گاء و ہر 

خط جس کی پیمائش دائیں طرف : 
ب ٠‏ 

کی جائے اس میں رمز سلبی سابق ہو ٌ ج 

کی 

تو اگر ایک نقطہ ا سے چلا و ایک مسافت ایجابی أب تمام کیا جو متساوی ہے ء کے, و 

پھر واپس أ کے جانب ایک مسافت بج تمام کیا جو متساوی ہے ف کے, تو کل مسافت 

جو اس نے جہت ایجابی میں مکمل کیا وہ ہوئی أب + بج 


یعنی ۴ء + (ف) یعنی عف 
9 جو خطوط بب' کو قائمہ سے کاٹیں ان کی جہت ایجابی أ سے اوپر کے جانب ہے 


یعنی أج کی جہت (رسمۂ مضموں 47)۔ و وہ خطوط جن کی پیمائش أ سے نیچے کے 
جانب کی گئی یعنی أج' کی جہت میں تو وہ سلبی ہیں۔ 
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0. کسی بھی مقدار عددی؟' کے زاویہ کا تناسب : 
فرض کرو کہ أأب خط اول ہے (جس کو 


جہت ایجابی میں بنایا)ء و فرض کرو کہ 


أب کی جہتِ متضاد میں أب' ہے, و فرض 
کرو کہ جأج' أب پہ زاویۂ قائمہ سے ایک 

خط مستقیم ہے جس کی جہت ایجابی 

آج ہے, و فرض کرو کہ خط دورانی اد أ 
سے چلی و کسی جانب, ایجابی یا سلبی, 
میں گھومی و کسی مقدار عددی کا زاویہ 
بنایا۔ اب خط دورانی کے نقطہ د سے 


بأب' پہ عمود دھ بناو۔ 
[رسمہ میں خط دورانی کے چار مقامات مذکور ہیں, چاروں ریع میں سے ہر ایک میں 
ایک مقام, و تمییز کے لیے د میں 1, 2, 3, 4 لاحق کیے گیے ہیں۔] 
تو ہمیں آیندہ تعریفات حاصل ہوئیں, جو مشابہ ہیں ان کے جو مضمون 23 میں زاویۂ 
حادہ کے مسائل بسیطہ کے لیے گزریں۔ 

۵د زاویہ بأد کا سائن کہلاتا ہے 

آد 

اھ زاویہ بأد کا ہمسائن کہلاتا ہے 
گے زاویہ بأد کا مماس کہلاتا ہے 


آھ زاویہ بأد کا قلب مماس کہلاتا ہے 


'' مقدار سے اکائی کو ساقط کرئے کے بعد جو عدد خالص باقی رہے وہ مقدار عددی ہے۔ 
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لد زاویہ بأد کا قلب ہمسائن کہلاتا ہے 
آھ 

اد زاویہ بأد کا قلب سائن کہلاتا ہے 
قد 


مقادیر (1 - ہمسائن بأد) و (1 - سائن بأد) کو عکس سائن و عکس ہمسائن کہیں گے۔ 


51. بالکل مضمون 27 کے مثل, یہ دکھایا جا سکتا ہے کہ زاویہ بأد (ص) کی ہر قیمت 


سیڈص + ہسۃھ -1, 


سی ے 
-> سص 
ہپس 

قہں2ص < 1+ مساص 


قسی ‏ - 1+ قمساص۔ 


 .2‏ تاسبات تثلیٹی کے رموز۔ 
پہلا ریع: فرض کرو کہ خط دورانی أدہ کے مثل پہلے ریع میں ہے۔ و خط دورانی ہمیشہ 
ایجابی ہوتی ہے۔ پھر چونکہ یہاں أُھہ و ھہد, دونوں ایجابی ہیں تو تناسبات تثلیثٹی 
ایجابی ہوں گے۔ 
دوسرا ریع: دوسرے ریع کی خط دورانی کو أدو کے مثل فرض کرو۔ و یہاں ھودر 
ایجابی ہے و أھد سلبی ہے۔ 
تو سائن مقدار ایجابی و مقدار ایجابی کا تناسب ہونے کی وجہ سے ایجابی ہوگاء 
و ہمسائن مقدار سلبی و مقدار ایجابی کا تناسب ہونے کی وجہ سے سلبی ہوگاء 
و مماس مقدار ایجابی و مقدار سلبی کا تناسب ہونے کی وجہ سے سلبی ہوگاء 
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و قلب مماس سلبی ہوگاء 

و قلب سائن ایجابی ہوگاء, 

و قلب ہمسائن سلبی ہوگا۔ 

تیسرا ریع: اگر خط دورانی أدو کے مثل تیسرے ربع میں ہو, تو هودو و اُدو دونوں سلبی 
ہوں گے۔ 

تو سائن سلبی ہوگا 

و ہمسائن سلبی ہوگا 

و مماس ایجابی ہوگا 

و قلب مماس ایجابی ہوگا 

و قلب سائن سلبی ہوگا 

و قلب ہمسائن سلبی ہوگا 

چوتھا ریع: فرض کرو کہ خط دورانی چوتھے ربع میں ہے, مثل أُدر کے۔ 
و یہاں ھہدی سلبی و أھہ ایجابی ہوگا۔ 

تو سائن سلبی ہوگا 

و ہمسائن ایجابی ہوگا 

و مماس سلبی ہوگا 

و قلب مماس سلبی ہوگا 

و قلب سائن سلبی ہوگا 

و قلب ہمسائن ایجابی ہوگا 


۵09ھ اعد 1۳-ھ/دااأ٥۵/۵٥۵۔۷۵آ06د5اا:ەمتاجا‏ 


جدول درج ذیل اس ربع کے مطابق تناسبات تثلیثٹی کے رموز کو نمایا کرتی ہے جس 


میں وہ خط دورانی ہو جو اس زاویہ کو گھیرے ہو جو موضوع بحث ہے۔ 


 .53‏ زاویہ کے 0٭ سے ۶360 تک بڑھنے کے ساتھ تناسبات تثلیثی کے رمز و مقدار عددی 
میں تغیرات کو تلاشنا۔ 
فرض کرو کہ خط دورانی أد ایک مستقل طول ء کی خط ہے۔ 
تو جب وہ اب پہ منطبق ہوئی تو طول أھہ متساوی ہوا ء کے, و جب وہ أج پہ منطبق 


نقطہ ھہ منطبق ہوا أ پہ و أھہ ختم ہو گیا۔ تو جیسے جیسے خط دورانی أپ 


سے أج پہ گئی ویسے ویسے مسافت أھ, ء سے کم ہوکے صفر ہو گئی۔ 
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و جب خط دورانی دوسرے ربع میں 
گئی و أج سے أب' تک گھومی, تو 
مسافت أھد سلبی پائی گئی و 0 سے 
ء تک زیادہ ہوئی [یعنی 0 سے ء تک 
کم ہوئی]۔ 

پھر تیسرے ریع میں مسافت أھو ء 
سے 0 تک زیادہ ہوئی, و چوتھے ریع 


میں مسافت أھہ 0 سے ء تک زیادہ 
ہوئی۔ 

پہلے ریع میں طول ھہدہ 0 سے ء تک زیادہ ہوا, و دوسرے ربع میں ھردو ء سے 0 تک 
کم ہوا, و تیرے ریع میں ھودو 0 سے سے تک کم ہواء و چوتھے ربع میں ھردر -ء سے 0 


تک زیادہ ہوا۔ 


4. سائن: پہلے ریع میں جیسے جیسے زاویہ 0٭ سے ۶90 تک زیادہ ہواء ویسے وی 
سائن ھٹد بھی 2 سے ۓٍ تک زیادہ ہوا, یعنی 0 سے 1 تک۔ 
دوسرے ریع میں جیسے جیسے زاویہ 90" سے ۶180 تک زیادہ ہواء ویسے ویسے سائن 
کے سے لا ت اء یعنی 1 سے 0 تک۔ 
ے سے گا تک کم ہواء یعنی 
تیسرے ریع میں جیسے جیسے زاویہ ۶180 سے 2270 تک زیادہ ہواء ویسے وی 
007 ق تی( سے 31۶ 
سائن لی سے تک کم ہوا, یعنی 0 سے -1 
چوتھے ربع میں جیسے جیسے زاویہ ۶270 سے ۶360 تک زیادہ ہوا, ویسے ویسے 


سائن ۔ ےی سے 2تک زیادہ ہوا, یعنی -1 سے 0 تک۔ 
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55. ہمسائن: پہلے ربع میں ہمسائن جو أ2 کے متساوی ہے, ے2 سے 2 تک کم ہوا, یعنی 


1 سے 0 تک۔ 
و دود ریع میں ٤‏ -ک تک کم ہوا, یعنی 0 سے -1 ت 
و تیسرے ربع میں ۔ے سے ٍ تک زیادہ ہوا, یعنی -1 سے 0 تک۔ 
و چوتھے ربع میں ل٤‏ سے گ تک زیادہ ہوا, یعنی 0 سے 1 تک۔ 


 .6‏ مماس: پہلے ربع میں ھہد, 0 سے ء تک زیادہ ہوئی, و أھ, ء سے 0 تک کم ہوئی, تو 
جن استمرارا زیادہ ہوا (کیونکہ اس کا مافوق استمراراً زیادہ ہوا و ماتحت استمرارا 
کم روا 
جب خط أدہ أٗب پہ منطبق ہوئی, تو مماس 0 ہوا؛ و جب خط دورانی ایسا زاویہ 


گھومی جو قائمہ سے زرا سا کم ہو تو أُدہ تقریباً أج پہ منطبق ہوئی۔ تو ھہد 


کے متساوی ہوئی و أھ, بہت چھوٹی ہوئی, تو تناسب ك بہت بڑا ہوا, پھر أد, آج کے 
جتنا قریب ہوگی یہ تناسب اتنا بڑا ہوگا, تو خط دورائی کو آج کے قریب فرض کر کے 
ہم جتنا چاہے اتنا بڑا مماس بنا سکتے ہیں۔ و یہی ثابت ہوتا ہے ہمارے قول سے کہ ج 
زاویہ ۶90 کے متساوی ہو تو مماس غیر متناہی ہوگا۔ و رمز ہہ سے بلا نہایہ بڑی مقدار 
مراد لی جاتی ہے۔ 

لہذا پہلے ربع میں مماس 0 سے ەہ تک زیادہ ہوتا ہے۔ 


و دوسرے ربع میں جب خط دورانی نے قائمہ سے زرا بڑا ایک زاویہ بأُدی بنایا, تو ھودر 


تقریبا ء کے قریب ہوئی, و اه سلبی و بہت چھوٹی ہوپی, تو اس کا مماس بہت بڑا و 
سلبی ہوا۔ 
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پھر جب خط دورانی أج سے أب' تک گھومی, تو ھہد, کم ہوئی ع سے 0 کہ و أھو 
سلبی ہوئی و کم ہوئی 0 سے ہے تک, تو جب خط دورانی منطبق ہوئی أب' پہ تو مماس 
0 ہوا۔ 

لہذا دوسرے ربع میں مماس -٭* سے 0 تک زیادہ ہوا۔ 

و تیسرے ربع میں ھودو و أُھو دونوں سلبی ہوئے تو ان کا تناسب ایجابی ہوا۔ پھر جب 
خط دورانی أج' پہ منطبق ہوئی تو مماس غیر متناہی ہوا۔ 

لہذا تیسرے ریع میں مماس 0 سے ەہ تک زیادہ ہوا۔ 

و چوتھے ریع میں ھہدہ سلبی ہوا و أھہ ایجابی ہوا, تو ان کا تناسب سلبی ہوا۔ پھر 
جب خط دورانی أج' سے گزری تو مماس ٠+‏ سے -٭> میں بدل گیا [جیسے أج سے 
گزرنے میں ہوا تھا]۔ 


لہذا چوتھے ربع میں مماس -> سے 0 تک زیادہ ہوا۔ 


7. قلب مماس: جب خط دورانی أب پہ منطبق ہوئی, تو طول ھہدہ بہت کم ہوا و أھ, 


تقریبا ء کے متساوی ہوا, تو قلب مماس یعنی تناسب ا۵ غیر نہایہ سے شروع ہوا۔ 


-. 


پھر جب خط دورانی أب سے أج تک گھومی تو مقدار ھہد, زیادہ ہوئی 0 سے ء تک و 
أھ, کم ہوئی ء سے 0 تک۔ 

لہذا پہلے ربع میں قلب مماس کم ہوا ٥ہ‏ سے 0 تک۔ 

دوسرے ربع میں ھردر ایجابی ہوا و أھر سلبی ہوا, تو قلب مماس کم ہوا 0 سے -ۓ 
تکہ یعنی 0 سے ٠‏ 

تیسرے ریع میں وہ ایجابی و کم ہوا ٥‏ سے ء تک [أب' سے گزرنے پہ خط دورانی کا 
قلب مماس -* سے ەە میں بدل جاتا ہے]۔ 


چوتھے ربع میں وہ سلبی و کم ہوا 0 سے -ہ تک۔ 
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8. قلب ہمسائن: جب خط دورانی أب پہ منطبق ہوئی تو اھ کی قیمت ہوئی عء و 
جب خط دورانی أٗب سے أج تک گھومی تو قلب ہمسائن کی قیمت ہوئی 1۔ 
و جب خط دورانی أٗب سے أج تک گھومی تو أھہ کم ہوا ء سے 0 تک۔ و جب خط 
دورانی آج پہ نطبق ہوئی تو قلب ہمسائن کی قیمت ہوئی 5 یعنی ۹ 
لہذا پہلے ریع میں قلب ہمسائن 1 سے دہ تک زیادہ ہوا۔ 
دوسرے ربع میں أھد سلبی و کم ہوا 0 سے ء تک۔ لہذا اس ربع میں قلب ہمسائن زیادہ 
ہوا - سے -1 تک [کیونکہ جب خط دورانی أج سے گزری تو مقدار أھ, کا رمز بدل گیاء 
لہذا قلب ہمسائن +ە سے بدل کے -٭ہ ہو گیا]۔ 
تیسرے ربع میں أھو سلبی رہا و زیادہ ہوا ے سے 0 تک۔ لہذا قلب ہمسائن کم ہوا -1 سے 
ےه تک۔ 
چوتھے ربع میں أأھہ ایجابی ہوا و زیادہ ہوا 0 سے ء تک۔ لہذا اس ریع میں قلب ہمسائن 


کم ہوا ٥ہ‏ سے +1 تک۔ 


9. قلب سائن: قلب سائن کے تغیر کو قلب ہمسائن کے تغیر کے مثل حاصل کیا جا 
سکتا ہے۔ 
پہلے ریع میں وہ کم ہوا ہہ سے +1 تک۔ 
دوسرے ریع میں وہ زیادہ ہوا +17 سے +٭ تک۔ 
تیسرے ربع میں وہ زیادہ ہوا -٭ سے -1 تک۔ 


چوتھے ربع میں وہ کم ہوا -1 سے -> تک۔ 
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60 


61 


نتائچج گزشتہ جدول درج ذیل میں تعبیر ہیں۔ 


ج 
دوسرے ربع میں پہلے ریع میں 
سائن 1 سے 0تک کم ہوا سائن 0 سے 1 تک زیادہ ہوا 
ہمسائن ‏ 0 سے -1 تک کم ہوا ہمسائن 1 سے 0 تک کم ہوا 
مماس ٥ه‏ سے 0 تک زیادہ ہوا مماس 0 سے ٥‏ تک زیادہ ہوا 
قلب مماس ‏ 0 سے -٭ تک کم ہوا قلب مماس ٥‏ سے 0 تک کم ہوا 
قلب ہمسائن -٭ سے -1 تک زیادہ ہوا قلب ہمسائن 1 سے ٭ تک زیادہ ہوا 
قلب سائن ‏ 1 سے ٭ تک زیادہ ہوا قلب سائن ٥>‏ سے 1 تک کم ہوا 


سائن 0 سے -1 تک کم ہوا سائن -1 سے 0 تک زیادہ ہوا 
ہمسائن ‏ -1 سے0 تک زیادہ ہوا ہمسائن 0 سے 1تک زیادہ ہوا 
مماس 0 سے ٭ تک زیادہ ہوا مماس -٭ە سے 0 تک زیادہ ہوا 


قلب مماس ٥‏ سے 0تک کم ہوا 0 سے -٭ تک کم ہوا 
قلب ہمسائن -1 سے -٭ تک کم ہوا ائن ٥٥‏ سے 1 تک کم ہوا 
قلب سائن -٭ سے -1 تک زیادہ ہوا قلب سائن ‏ -1 سے -٭ تک کم ہوا 


دور دالۂ تثلیثی: جب ایک زاویہ 0 سے 2 قطریات زیادہ ہوا یعنی خط دورانی نے 
ایک دوران مکمل کیا, تو اس کا سائن اولا 0 سے 1 تک زیادہ ہوا, پھر 1 سے سلبی -1 
تک کم ہوا, و پھر -1 سے 0 تک زیادہ ہوا۔ لہذا سائن اپنے تمام تغیرات سے گزر کر اپنی 
اول قیمت پہ آ گیا۔ 
ایسے ہی جب وہ زاویہ 2 قطریات سے 4 قطریات تک بڑا ہوا تب بھی سائن پہلے 
تغیرات سے گزرا۔ و ایسے دو زوایا جن میں چار قائمات کا فرق ہو یعنی 72 
قطریات کا, تو ان کے سائن یکساں ہوں گے۔ 
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و اسے تغبیر کیا جاتا ہے اس قول سے کہ دور سائن 2 ہے۔ 

و ایسے ہی ہمسائن, قلب ہمسائن, قلب سائن بھی اپنے تمام تغیرات سے گزرتے ہیں, جب 
زاویہ 2× بڑھتا ہے۔ 

و مماس اپنے تمام تغیرات سے گزرتا ہے جب زاویہ 0 سے ×ہ قطریات زیادہ ہوتا ہے, 
یعنی جب خط دورانی دو قائمات سے گزرتی ہے۔ و ایسا ہی قلب مماس میں بھی ہے۔ 
تو سائن, ہمسائن, قلب ہمسائن و قلب سائن کا دور 2 قطریات ہوا, و مماس و قلب 
مماس کا دور × قطریات ہوا۔ 

چونکہ دالات تثلیثی کی قیم زاویہ کے بڑا ہونے کے ساتھ بار بار دوہراتی ہیں, لہذا 
انہیں دالات دوری کہیں گے۔ 


 .2‏ تناسبات تثلیٹی کی قیمتوں کے تغیرات کو منحنی مرسوم کر کے دکھایا جا سکتا 


ہے جیسے آیندہ رسمات میں ہے۔ 


منحنی ساین: فرض کرو کہ أح و اُس دو خطوط مستقیم ہیں جو قائمہ سے متصل 
ہیں, و فرض کرو کہ أأح کی جہت میں پیمائے گیے طول سے زوایا کی مقادیر مراد ہیں۔ 
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و فرض کرو کہ نقاط رہ رو رو... ایسے لیے گیے ہیں کہ مسافات أُرہ رہرن رورن... 
متساوی ہوں۔ تو اگر مسافت أرہ سے قایمہ مراد ہو تو مسافات أُرو أرو أُرں... سے 
لامحالہ دو, تین, چاں... قائمات مراد ہوں گے۔ 

پھر اگر د خط أح پہ کوئی نقطہ ہے, تو أد سے ایک زاویہ مراد ہوگا جس کا تناسب 
قائمہ سے وہی ہوگا جو أد کا أرو سے ہے۔ 

[مثلا اگر أد متساوی ہے طٍأں, کے تو اد کو قائمہ کے ایک تہائی سے تعبیر کیا جائے گا, 
و اگرد رو و رر کو کائے تو اد قائمہ کے و سے تعبیر ہوگا۔] 

و أُرہ کو ایسے اختیار کرو کہ طول کی ایک اکائی سے 1 قطریہ مراد ہو, پھر چونکہ رو 
سے دو قائمات مراد ہوتے ہیں, یعنی * قطریات, تو طول أُرو طول ہوا × اکائیات کا, 
یعنی تقریبا 3ط اکائیات کا طول۔ 

و ایسے ہی زوایا سلبی أٔر',, أر'یٍ... کو أ سے جہت سلبی کی مسافات پہ تعبیر کیا گیا۔ 
خیر, ہر نقطہ د پہ دذ عمود بناو جس سے اس زاویہ کا سائن مراد ہوگا جو أأد سے مراد 
ہے۔ پھر اگر سائن ایجابی ہو تو عمود اُس کے متوازی جہت ایجابی میں بنے گا, و اگر 
سائن سلبی ہو تو وہ جہت سلبی میں بنے گا۔ 

[مثلا, چونکہ أُر, سے مراد ایک قائمہ ہے جس کا سائن 1 ہے, تو ہم نے طول کی ایک 
اکائی کے متساوی ایک عمود رہچ, بنایا؛ و چونکہ أُرر سے دو قایمات کے متساوی زاویہ 
مراد ہے جس کا سائن صفر ہے, تو ہم نے طول صفر کے متساوی ایک عمود بنایا؛ و 
چونکہ أرو سے تین قایمات کے متساوی زاویہ مراد ہے جس کا سائن -1 ہے, تو ہم نے -1 
کے متساوی ایک عمود بنایاء, یعنی روچو, نیچے کی جہت میں ایک اکائی طول کے 
متساوی؛ و اگر أد أر, کا ایک تہائی ہو تو قائمہ کے يہ یہ دال ہوگا, یعنی 230, جس کا 


سائن ٌٍ ہے, و تب ہم طول کی نصف اکائی کے متساوی ایک عمود دذ بنائیں گے۔] 
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تو جو خطوط بنیں ان سب کے سرے پہلے مرسوم منحنی کے مثل ایک منحنی پہ 
منطبق پائے گیے۔ و یہ بھی پایا گیا کہ منحنی کے ضمن میں أج ہروجور, کے مثل اجزاء 
موجود ہیں جو ایک دوسرے کے اغل بغل ہیں۔ و یہ اس بات کے مناسب ہے کہ ہر مرتبہ 


جب زاویہ 12 بڑا ہوتا ہے, تو سائن کی قیمت دوہراتی ہے۔ 


 .63‏ منحنی ہمسائن: 


ہمسائن کا منحنی بھی ویسے ہی حاصل ہوگا جیسے سائن کا ہوا ہے, لیکن اس مسئلہ 
میں عمود دذ سے مراد ہمسائن ہوگا اس زاویہ کا جو اد سے مراد ہے۔ و جو منحنی 
حاصل ہوگا وہ مثل اس کے ہوگا جو مضمون 62 میں مرسوم ہے اگر ہم اس منحنی 


میں أ کو رہ کے مقام پہ کر دیں و اُس کو ررج, پہ بنا دیں۔ 


4. منحنی مماس 
چونکہ قائمہ کا مماس غیر متناہی ہے, و أرو سے مراد قائمہ ہے, تو اس مسئلہ میں جو 
عمود رہ پہ بنایا جائے گا وہ بلا نہایہ طویل ہوگاء و یہ منحنی منقوط خط رہل سے 


مسافت غیر متناہی پہ ملے گا۔ 
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و چونکہ قائمہ سے زرا بڑے کسی زاویہ کا مماس سلبی ہوتا ہے, و تقریبا بلا نہایہ زیادہ 
ہوتا ہے, تو منحنی منقوط لرہل' کے فورا بعد جانب سلبی میں غیر متناہی مسافت 
شروع ہوگا۔ 

و واضح رہے کہ یہ منحنئ مماس متضمن ہوگا ایک جیسے غیر متناہی منفصل اجزاء 
کو۔ و ایسے منحنی کو ہم منحنی منفصل کہیں گے۔ و اس کے علاوہ منحنی سائن و 


ہمسائن دونوں منحنی متصل ہیں۔ 


 .65‏ منحنی قلب مماس 
اگر اسی طرح قلب مماس کو نمایا کرنے والا منحنی بنایا جائے, تو وہ أُ کے اوپر اُس 
سے غیر متناہی مسافت پہ ملے گا۔ وہ رہ سے گزرے گا و رو سے گزرنے والی خط 
عمودی کو أٌح کے جانب سلبی میں مسافت غیر متناہی پہ چھوئے گا۔ پھر رو کے فوراً 


بعد أُ کے اوپر مسافت غیر متناہی سے شروع ہوگا, و پہلے کے مثل بنے گا۔ 


۵09ھ اعد 1۳-ھ/دااأ٥۵/۵٥۵۔۷۵آ06د5اا:ەمتاجا‏ 


تو یہ ایک منحنی منفصل ہے و اجزاء غیر متناہی کو متضمن ہے جو اغل بغل مرتب 


جب زاویہ 0 ہوا تو سائن بھی 0 ہوا, لہذا قلب سائن غیر متناہی ہوا, تو منحی اُس سے 
غیر نہایہ پہ ملا۔ 

و جب زاویہ قائمہ ہوا تو قلب سائن 1 ہوا و تب رج طول کی اکائی کے متساوی ہوا۔ 
و جب وہ دو قائمات کے متساوی ہوا تو اس کا قلب سائن غیر نہایہ ہواء تو منحنی رو 
سے گزرنے والے عمود سے مسافت بغیر نہایہ پہ ملا۔ 

پھر جب زاویہ دو قائمات سے زرا کم سے زرا زیادہ ہوا, تو قلب سائن ٥+‏ سے -ہ ہواء 
لہذا رو کے زرا سا آگے یہ منحنی جانب سلبی میں, یعنی أح کے نیچے, مسافت بغیر 


نہایہ سے شروع ہوا۔ 
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7 قلب ہمسائن 
اگر ایسے ہی منحنی قلب ہمسائن بنایا جائے تو وہ قلب سائن کے مثل ہوگا بس ہمیں 


اس میں اُس کو ررچ, پہ منتقل کرنا ہوگا۔ 
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باب 5 


کسی بھی رمز و مقدار کے زوایا کے دالات تثلیثی۔ 


8 زاویہ (ص) کے تناسبات تثلیثی کو ص کے تناسبات تثلیثی کے اعتبار سے حاصل 
کرنا, ص کی ہر قیمت کے لیے۔ 


فرض کرو کہ خط دورانی مقام أأب سے شروع ہوئی و زاویہ ص گھومی و مقام أُد پہ 

رکی۔ تو خط أب (یا أب سے نکلی ہوئی) پہ عمود دھ بناو جسے د' تک نکالو, یہاں تک 
کہ طول دھ و هد' متساوی ہو جائیں۔ 

و زوایا هأد و هأد' میں دو اضلاع أھ و هد متساوی ہیں أھ و هد' کے, و ان سے گھرے 


ہوئے زوایا أھد و أھد' قائمات ہیں۔ 
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لہذا (اقلیدس 4-1 سے) زوایا أد و هأد' کی مقدار یکساں ہوئی, و اد متساوی ہوا أُد' 
گے۔ 

تو مذکور چار رسمات میں سے ہر ایک میں, زاویہ بأد (جہت گھڑی میں ناپا ہوا) کی 
مقدار و زاویہ بأد' (جہت گھڑی کی ضد میں ناپا ہوا) کی مقدار یکساں ہوئیں۔ لہذا 


زاویہ بأد' (جہت گھڑی کی ضد میں ناپا ہوا) کو -ع سے تعبیر کیا جاتا ہے۔ و هد و 


ھد' مقدار میں متساوی ہیں لیکن رمز میں متضاد ہیں (مضمون 49)۔ 
تو حاصل ہوا 


امئلہ: سی (۰30) - - سی ۶۹30 ۔ 


مس (-۹60) *- - مس ۶60* ۔ 3/, 
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9 زاویہ (90'-ص) کے تناسبات تثلیثی کو ص کے تناسبات کے اعتبار سے معلوم کرنا, 
ص کی ہر قیمت کے لیے۔ 
قائمہ سے کم ص کی ہر قیمت کے لیے, نسبت مذکور کی بحث مضمون 39 میں گزر 
چکی ہے۔ 


فرض کرو کہ خط دورانی أٗب سے شروع ہوئی, و ایک زاویہ بأد گھومی جس کو ص 
اب زاویہ (۶90-ص) حاصل کرنے کے لیے خط دورانی کو ج تک گھماو, و پھر ج سے 
جہت ضدی میں زاویہ ص گھماو, پھر خط دورانی کے اس مقام کا نام أد' رکھو۔ تو 
زاویہ بأد' ہوا 90'- ص۔ 


و أد' کو أد کے متساوی کرو, و أٗب (یا أب سے نکلی ہوئی خط) پہ دھ' و دھ عمود بناو, 
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و أج (یا آج سے نکلی ہوئی خط) پہ د'ن' عمود بناو۔ 
و ہر رسمہ میں زوایا بأد و چأد' عددا, یعنی مقدار عددی میں, متساوی ہیں, و أن' و 
ھا'د' متوازی ہیں, لہذا ہر رسمہ میں ہوا 
دمادۃ <دن دا دع اروا 
لہذا مثلث هد و ھ'د' ہر اعتبار سے متساوی ہوئے 
لہذا أھ < ھاد' عددا 
و أھ' > هد عددا 


و ہر رسمہ میں أھ و ھ'د' کے رمز یکساں ہیں, و ایسے ہی هد و أھ' ہیں, 


یعنی أھ > +ھادا, وأھ'* +ھد 
لہذا حاصل ہوا 
7 ا تہ 
و اہ اق 
بب (۹90-ص) < ہی پ ار - آھ ےھ < سے ص 
ات 
من (۹90- ے) < و پر١‏ - ھن گ2 > قوں ص 
ا ھد 
قس (۹90-ھص) < قیں برا آھ ے شش س یں ص 
ھادا آھ 
8 5 2 00 او ئ 
قہسد (۶90- ص) ×< قہس بآدا' < ٠‏ دس ٠‏ - قسي ص 
اھا' هد 
: . : جو لے لھ 
قسي (90 "۶ -ص) < قںے بآر' - - د - > قہس ص 
عادا آھ 
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 .0‏ زاویہ (90' + ص) کے تناسبات تثلیثی کو ص کے تناسبات کے اعتبار سے معلوم کرنا, 
ص کی ہر قیمت کے لیے۔ 


فرض کرو کہ خط دورانی مقام أأب سے شروع ہوئی, و کوئی زاویہ ص گھومی و تب 
خط دورانی کا مقام ہوا اد تو زاویہ بأد ص ہوا۔ 

و فرض کرو کہ خط دورانی أد سے جہتِ ایجابی میں مقام أُد' تک ایک قائمہ گھومی, 
تو زاویہ بأد' ہوا (90" +ص)۔ 

اب أُد' کو أد کے برابر کرو, و بأب' پہ دھ و د'ھ' عمود بناو۔ 

چونکہ ہر رسمہ میں دأد' قائمہ ہے تو هأد و د'أھ' کا جمع ہمیشہ قائمہ ہوگا۔ 

لہذا دمادء ۹90- ددااھ'* داداھ' 

تو دونوں مثلثات هاد و ھ'د' ہر اعتبار سے متساوی ہوئے۔ 


لہذا أُھ و ھ'د' عددا متساوی ہوئے, و ایسے ہی هد و أھ' بھی عددا متساوی ہوئے۔ 
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و ہر رسمہ میں أھ و ھ'د' کا رمز ایک ہی ہے, جبکہ ھد و أھ' کے مختلف ہیں, تو 
ھادا>+اھ, و ھا“ ۔عد 

تو حاصل ہوا 

سی (90 9+ ص)-> 

ہس (۹90 + ص) -> 


مں (90'+ص) * مس بأر'> 


امثلہ: سی ۶150 - سی (660+۹90) - ہی ۹60 - ٣‏ 


ہس ۹135 >- ہہ (۹90 + ۴۹45) < - سی 9۹45" << 


0-2 


مد ۹1۱20 *- مس (۹90 + ۰30) *- - ق ۹30 ۶- -3/ ۔ 


 .1‏ جب دو زوایا کا اجتماع دو قائمات کے متساوی ہو تو انہیں تکمیلی کہیں گے۔ تو 
کسی بھی زاویہ ص کا تکمیلی ہوا 9180 - ص۔ 
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امثلہ: 30 کا تکمیلی < ۶30-9180 - ۹150ٴ 
0 کا تکمیلی < 9120-9180 - ۶60 
5ک تکمیلی - ۰275-180 -۔ 5وہ 
- 126 کا تکمیلی > ۶180-(-۴۹126) < ۶306 ۔ 


2. زاویہ (180'-ص) کے تناسبات تثلیثی کو ص کے تناسبات کے اعتبار سے حاصل 
کرنا, ص کی ہر قیمت کے لیے۔ 


فرض کرو کہ خط دورانی أٗب سے شروع ہوئی و کوئی زاویہ بأد (2ص ) گھومی۔ 
تو زاویہ (۶180- ص) کو حاصل کرنے کے لیے, خط دورانی کو أٗب سے شروع کرو, و دو 
قائمات گھمانے کے بعد (یعنی مقام أٗب' تک) واپس زاویہ ص گھماو مقام أد' تک, تاکہ 


زاویہ ب'أأد' مقدار میں زاویہ بأد کے متساوی و رمز میں متضاد ہو جائے۔ 
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تو زاویہ ب'أد' 180 - ص ہوا۔ 

پھر أد' کو أد کے متساوی کرو, و بأب' پہ دو عمود ھ'د' و هد بناو۔ 

چونکہ زوایا هأد و ھ'أد' متساوی ہیں, لہذا مثلثات هأد و ھ'اأد' بھی ہر اعتبار سے 
متساوی ہوئے۔ 

لہذا أأھ و أھ' مقدار میں متساوی ہوئے, تو هد و ھ'د' بھی متساوی ہوئے۔ 


تو ہر رسمہ میں أھ و أھ' جہات متضاد میں بنے ہیں, جبکہ ھد و ھ'د' جہات متشابہ 


تو ہوا أھ' - ۔أف و ھاد' *> +ھد 

لہذا حاصل ہوا 

سی (۹180- ص) > سے برا > ل2 ےک2 > سي ص 
آد آد 

269180(7ج) اک ہیں آزاے لاق ظقادہ ری 
اد' آد 
ھ 


مس (9180"-ص) < مس پ‌اأد' بی ہے 
آھ' 


قمس (۶180- ص) > قمس بأد' 


قہس (9180-ص) < قہس بأد ہت 
27 


امثلہ: سی ۶120 * سی (۹60-9180) سر 60ہ لی 
بن 135 بں (۹45-۶180) - - بس ۹45 > - کُر ۔ 

۳ 20000007 
من ۶150 - مب (30-9180) <- مل 30" × - پچ ۔ 
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 .3‏ زاویہ (۶180 + ص) کے تناسبات تثلیثی کو ص کے تناسبات کے اعتبار سے حاصل 
کرنا, ص کی ہر قیمت کے لیے۔ 
اس میں جو نسبتیں مطلوب ہیں وہ گزشتہ مضامین کے مثل ہندسہ سے حاصل کی 
سکتی ہیں۔ و اس مقدمہ کے رسمات بآسانی بنائے جا سکتے ہیں, لیکن طالب کی مشق 
کے لیے جھوڑ دیے گیے ہیں۔ 
و وہ مضمون 70 کے نتائج سے مستنبّط بھی کیے جا سکتے ہیں جو تمام زوایا کے لیے 
صادق ثابت ہو چکے ہیں۔ 
تو ۶90 + ص * ج فرض کر کے حاصل ہوا 
سی (۶180 + ص) * سی (۶90 +ج) ×* ہس ج (مضمون 70) 

> ہس (۹90 + ص) * - سی ص, ‏ (مضمون 70) 
ہس (۶180 + ص) * ہس (90' +ج) <-سیج ‏ (مضمون 70) 

> ۔ سی (۶"90+ھص) <۔ہسص, ‏ (مضمون 70) 
تو مس (۶180 + ص) *< مس (990 +ج) *< - قمس ج 

> ۔ قمد (990 +ھص) *> مس ص 
وانت ہیقت (۹1800+فا)<قسض 

قہد (180" + ص) *- - قہس ص 


قسی (۶180" + ص) * - قسی ص ۔ 


4. زاویہ (360' + ص) کے تناسبات تثلیثٹی کو ص کے تناسبات کے اعتبار سے حاصل 
کرنا, ص کی ہر قیمت کے لیے۔ 
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خط دورانی زاویہ ص گھومنے کے بعد چاہے جس مقام پہ ہو جہت ایجابی میں ایک 
کامل دوران کرنے کے بعد وہ اسی مقام پہ ہوگی, یعنی وہاں جہاں وہ 9360 + ص گھوم 
کے پہنچی۔ 

لہذا زاویہ ۶360 + ص کے تناسبات تثلیثٹی وہی ہوں گے جو ص کے ہیں۔ 

اس سے لازم ہے کہ 9360 یا 360 کے کسی حاصل ضربی' کو کسی زاویہ میں جمع 


یا اس سے تفریق کرنے سے اس کے تناسبات تثلیثی میں کوئی تغیر نہیں ہوگا۔ 


5. اس باب کے مکتسبات سے معلوم ہوا کہ کسی بھی زاویہ کے تناسبات تثلیثی کو, 


چاہے وہ زاویہ جو ہو, ایک ایسے زوایہ کے تناسبات سے تعبیر کیا جا سکتا ہے جو 0٭ و 
5 کے درمیان واقع ہو۔ 
امثلہ: 
سی 91765 ۶- سی [360×4 + 325 ] > سی ٥325‏ یشون 174 
< سب (۹180 + 9145) < - سے ۹145 [مضون 783ا 
< - سی (۹180+ 935) > - سی ۹35 (یضوہ72) 
مب ۶1190 >- مس (۶360×3 + ۴110) * مس ۶110 (مضمون 74) 
> مں (۹90 + ۹20) د ۔ قسم ۶20 (مضمون 70) 
و قسی (-۹1465) <> - قسی ۹1465 (مضمون 68) 


> - قسي (360×4 +925) < - قسی 25' (مضمون 74) 


جب ایک عدد میں دوسرے عدد کو ضرب دے کے تیسرا عدد حاصل کیا جائے, تو تیسرا پہلے دونوں میں سے ہر ایک کا حاصل 
ضربی ہے, جبکہ وہ دوئوں تیسرے کے اجزء ضربی ہیں۔ مثال ,× ج< ض میں دو ج میں سے ہر ایک ض کا جز ضربی ہے, جبکہ ض 


دوئوں میں سے ہر ایک کا حاصل ضربی ہے۔ 
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و کسی دوسرے بڑے زاویہ کے لیے بھی ایسے ہی کریں گے۔ 

اولا ۶360 کے حواصل ضربی کو کم کرو یہاں تک کہ زاویہ 0٭ و ۶360 کے درمیان آ 
جائے, پھر اگر ۶180 سے زیادہ ہو تو اس میں سے ۶180 زائل کرو, پھر اگر 90 سے 
زیادہ ہو تو مضمون 70 کا فارمولہ استعمال کرو, و بالآخر اگر ضرورت ہو تو مضمون 
9 کا فارمولہ جاری کرو۔ 


6. مضمون 40 کی جدول میں اب قائمہ سے بڑے بعض اہم زوایا کو شامل کیا جا 
سکتا ہے۔ 
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باب 6 


ان تمام زوایا کی عباراتِ عام جن کا ایک معلوم تناسب تثلیثی ہو۔ 


 .7‏ وہ سب سے چھوٹا زاویۂ ایجابی بنانا جس کا سائن ء کے متساوی ہو جبکہ ع ایک 
کسر الم ود 
فرض کرو کہ أٗب ایک ابتدائی خط ہے و أج جہت ایجابی میں أب پہ عمود ہے۔ 
اب خط أج پہ ایک مسافت أن ناپو 
جو متساوی ہو طول کی ء ایکائیات 
کے۔ [اگرء سلبی ہوتا تو نقطہ ن چا 
سے نکلی ہوئی خط پہ واقع ہوتا۔] 
ن سے ند بناو متوازی أب کے۔ پھر 
مرکز أ و طول کی ایکائی کے 
متساوی نصف قطر سے ایک دائرہ بناو جسے ند سے نقطہ د پہ ملاو۔ 


تو بأد زوایۂ مطلوب ہوا۔ 
پھر هد کو بأً پہ عمود بناو تاکہ 


ہ_ ھد 
سے پ آج “سے 
3 


تو سائن بأد مقدار معلوم کے متساوی ہوا لہذا بأد زاویۂ مطلوب ہے۔ 


کسر سالم سے میری مراد وہ کسر ہے جس کا مافوق ماتحت سے چھوٹا ہو جیسے 104, و جو ایسا نہ ہو وہ کسر فاسد ہے 


جیسے 314 و 44 ۔ 
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8 وہ سب سے چھوٹا زاویۂ ایجابی بنانا جس کا ہمسائن ف کے متساوی ہو, جبکہ ف 
ایک کسر سالم ہو۔ 
خط ابتدائی پہ ایک مسافت أھ ناپو جو متساوی ہو ف 
کے, و هد عمود بناو أب پہ۔ 
[اگر ف سلبی ہوتا تو نقطہ ھ أ کے دوسرے جانب بأ 
سے نکلی ہوئی خط میں ہوتا۔] 
اب مرکز أ و اکائی کے متساوی نصف قطر سے ایک 
دائرہ بناو جسے خط ھد میں د پہ ملاو۔ 


تو بأد زاویۂ مطلوب ہوا کیونکہ 


9 وہ سب سے چھوٹا زاویۂ ایجابی بنانا جس کا مماس ی کے متساوی ہو۔ 
خط ابتدائی پہ أھ ایک اکائی کے مثل أُھ 


یر 
ناپو و اس پہ عمود هد کھڑا کرو جو 
متساوی ہو یٍ کے۔ 7 
تو 5 
: هد ا ھ اس 
مس پاد > جے دےےے 1 
اھ 


تو بأد زاویۂ مطلوب ہوا۔ 
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0 مضمون 50 میں وارد تعریف سے واضح ہے کہ جب ایک زاویہ معلوم ہوگا تو اس 
کا سائن بھی معلوم ہوگا۔ لیکن اس کے برعکس نہیں ہے, کیونکہ ایک معلوم سائن ایک 
سے زیادہ زوایا کے لیے ہوتا ہے. مثلا زوایا ۶30, ۶150, ۰390٭, -6210.... سب کے 
سائن متساوی ہیں کے۔ 
لہذا ایک زاویہ کا سائن معلوم ہونے سے ہم اس معین زاویہ کو معلوم نہیں کر سکتے, و 
جو کچھ ہمیں معلوم ہوتا ہے وہ یہ ہے کہ وہ زاویہ زوایا کی ایک بڑی تعداد میں سے 
1ے 
و ایسے ہی ہوگا اگر زاویہ کا ہمسائن, مماس یا کوئی دوسرا دالۂ تثلیثٹی معلوم ہو۔ 
لہذا کسی زاویہ کے کسی ایک دالۂ تثلیئی کے معلوم ہونے سے وہ زاویہ بلا ابہام کے 
معلوم نہیں ہو سکتا۔ 


1 فرض کرو کہ ہمیں معلوم ہے کہ خط دورانی أد منطبق ہوئی خط ابتدائی أب پہ, تو 
جو کچھ ہمیں معلوم ہے وہ یہ ہے کہ خط دورانی نے 0 یا 1 یا 2 یا 3 یا... کامل دوران 
کیے, یا تو ایجابی یا سلبی۔ 
لیکن جب خط دورانی نے ایک دوران مکمل کیا تو جو زاویہ وہ گھومی وہ 2 قطریات 
کے متساوی ہوا (مضمون 17)۔ 
لہذا جب خط دورانی أد خط ابتدائی أٗب پہ منطبق ہوئی تو زاویہ جو اس نے بنایا وہ 
0 یا 1 یا 2 یا 3 یا... مرتبہ 2 قطریات ایجابی یا سلبی جہات میں ہواء 
یعنی 0 یا +2 یا ٭4: یا 6ء یا... قطریات۔ 

و اسے اس قول سے تعبیر کیا جاتا ہے کہ جب خط دورانی خط ابتدائی پہ منطبق 
ہوگی تو 2ط× بنائے گی, و ط کوئی ایجابی یا سلبی عدد صحیح ہے۔ 


۵09ھ اعد 1۳-ھ/دااأ٥۵/۵٥۵۔۷۵آ06د5اا:ەمتاجا‏ 


2 مکتسب: ان تمام زوایا کو شامل کرنے والی ایک عبارت عام معلوم کرنا جن کے 
سائن یکساں ہو۔ 
فرض کرو کہ بأد معلوم سائن 
والا سب سے چھوٹا زاویۂ ایجابی 
ہے, و اسے ء سے تعبیر کرو۔ 


و خط أب پہ عمود دھ بناو و ھا 


ھ' تک نکالو, اس طور پہ کہ هأ 

متساوی ہو أھ' کے, و هد کے متساوی و متوازی ھ'د' بناو۔ 

تو مضمون 72 کے مثل, زاویہ بأد' متساوی ہوا ٭ء کے۔ 

تو جب خط دورانی مقام أد یا أُد' میں گئی, نہ کہ ان کے غیر میں, تو جو زاویہ بنا اس 
کا سائن متساوی ہے سائن معلوم کے۔ 

و جب خط دورانی مقام أد میں گئی تو اس نے ایک عددِ تام مرتبہ کامل دوران کیاء و 
پھر ایک زاویہ ء بنایا, یعنی گزشتہ مضمون کے مطابق ایک زاویہ بنایا متساوی 


جبکہ ش صفر یا کوئی صحیح ایجابی یا سلبی ہے۔ 
و ایسے ہی جب خط دورانی مقام اُد' میں گئی, تو ایک زاویہ 2ش7+باٌد' بنایا, یعنی 
زاویہ 2ش۶+7ء , یعنی 

(2ھ+7)1عء ٤2هڈۂ*و‌ن۰ی,‏ 


جبکہ ش صفر یا کوئی صحیح ایجابی یا سلبی ہے۔ 
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یہ تمام زوایا عبارتِ درج ذیل میں شامل ہیں۔ 
ط+(-1)"ء 00 8 ءیي+) 
جبکہ ط صفر یا کوئی صحیح ایجابی یا سلبی ہے۔ 
چونکہ جب ط < 2ھ, و چونکہ (-1)“ > +1, تو عبارت (3) ہوئی 2ش۶7۶+ء , جو عبارت 
(1) کے متساوی۔ 


وجب ط*2ھ+1, و چونکہ (۹“*)1 


> -1, تو عبارت (3) ہوئی (2ھ+1)ءء , جو 
متساوی ہے عبارت (2) کے۔ 

لازم: چونکہ تمام زوایا جن کے سائن متشابہ ہیں تو ان کے قلب سائن بھی متشابہ 
ہوئے, لہذا عبارت (3) ان تمام زوایا کو شامل ہوگی جن کے قلب سائن متشابہ ہیں ع 
کے 


3 مکتسب: ان تمام زوایا کو شامل کرنے والی ایک عبارتِ عام معلوم کرنا جن کے 
ہمسائن یکساں ہو۔ 
فرض کرو کہ بأد معلوم ہمسائن والا سب سے 
چھوٹا زاویہ ہے, و اسے ء سے تعبیر کرو۔ 
و أب پہ عمود دھ قائم کرو و اسے د' تک نکالو, 
ھد' کو دھ کے متساوی رکھتے ہوئے۔ 
جب خط دورانی مقام اد یا أأد' میں ہو, و ان کے 
غیر میں نہ ہو تو جیسا کہ مضمون 78 میں ہے 
کہ جو زاویہ بنا اس کا ہمسائن متساوی ہوگا 


اس ہمسائن کے جو معلوم ہے۔ 
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و جب خط دورانی مقام اد میں گئی, تو اس نے ایک عدد تام مرتبہ کامل دوران کیا ہے 
پھر زاویہ ء بنایا ہے, یعنی اس نے کل زاویہ 2طہ+ء بنایا ہے, جبکہ ط صفر یا کوئی 
صحیح ایجابی یا سلبی ہے۔ 
و جب خط دورانی مقام اُد' میں ہو, تو اس نے ایک عدد طبیعت مرتبہ کامل دوران کیا 
ہے پھر زاویہ -ء بنایا ہے, یعنی اس نے کل زاویہ 2ط-ء بنایا ہے, جبکہ ط صفر یا کوئی 
صحیح ایجابی یا سلبی ہو۔ 
یہ تمام زوایا اس عبارت میں شامل ہیں 

2ط بے 12 


لازم: عبارت (1) میں وہ تمام زوایا شامل ہیں جن کا قلب ہمسائن ء کے متساوی ہو۔ 


4 مِکتسب: ان تمام زوایا کو شامل کرنے والی ایک عبارت عام معلوم کرنا جن کے 
مماس یکساں ہوں۔ 
فرض کرو کہ بأد معلوم مماس والا 
سب سے چھوٹا زاویہ ہے و اسے ء 
سے تعبیر کرو۔ 
و دأ کو د' تک نکالو, أد' کو أد کے 
متساوی رکھتے ہوئے, و د'ھ' کو 
عمود بناو أھ' پہ۔ 
تو مضمون 73 کے مثل, زوایا بأد و 


باد' کے مماس یکساں ہوئے, و زاویہ 


بآداحت+ء۔ 
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جب خط دورانی مقام أد میں گئی, تو اس نے ایک عددِ تام مرتبہ کامل دوران کیا ہے, 


پھر زاویہ ء گھومی ہے, یعنی اس نے بنایا 


ش صفر یا کوئی عدد صحیح ایجابی یا سلبی ہو۔ 
و ایسے ہی جب خط دورانی مقام اُد' میں گئی, تو اس نے ایک زاویہ 2ش×ۃ+(7+ع) بنایا 
ہے یعنی 


(2ھ+۲۶7)1ء ... 


سڑھ 


یہ تمام زوایا اس عبارت میں شامل ہیں 


تو جب ط جفت ہوگا, (> 2ش بول لو), تو عبارت (3) عبارت (1) جیسے زوایا دے گی۔ 
و جب ط تاق ہوگا, (> 2ش+1 بول لو), تو عبارت (3) عبارت (2) جیسے زوایا دے گی۔ 


لازم: عبارت (3) میں وہ تمام زوایا شامل ہیں جن کا قلب مماس ء کے متساوی ہو۔ 


5. مثال 1: ان تمام زوایا کو شامل کرنے والی عبارت عام لکھو, 
(1) جن کا سائن کی کے متساوی ہو۔ 
(2) جن کا ہمسائن ٣‏ کے متساوی ہو۔ 
(( جن کا مماس ۔ کے متساوی ہو۔ 
(1) وہ سب سے چھوٹا زاویہ جس کا سائن لیا ہے, ۹60 ہے. یعنی گ2 ۔ 
لہذا مضمون 82 کے مطابق, ان تمام زوایا کی عبارت عام, جن کا یہ سائن ہے, ہوئی 


ط7+(1* کے 
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(2) وہ سب سے چھوٹا زاویہ ایجابی جس کا ہمسائن ہے ۔ ٍ , وہ ہے 6120 یعنی 2ٍ1 


لہذا مضمون 83 کے مطابق, اس ہمسائن والے تمام زوایا کو شامل کرنے والی عبارت 
کک ت یت 
(3) وہ سب سے چھوٹا زاویہ ایجابی جس کا مماس ہے : ء وہ ہے ۰30", یعنی 2 
لہذا مضمون 84 کے مطابق, اس مماس والے تمام زو و/ کو شامل کرنے والی 6ارت عام 
٦ ۰:‏ 
۱ سے کالہ 
ہوئی ط٢٢‏ + چٴ 


مثال 2: ص کی وہ سب سے عام قیمت کیا ہے جو مساوات سیا * ط٣‏ کو تمام کرے؟ 


یہاں ہمیں معلوم ہے کہ سیص < ےط ۔ 


تو رمز ایجابی کے اعتبار سے 


عیہ ۵ 
سیص* ‏ > سيا 
سك 2 6۳ 


ط× ط7+(0)< ۴ 


و رمز سلبی کے اعتبار سے 


می ٠ے‏ >مم(ج) 
یص< ےی ع سی کے 


ص× ط0 +(1)٭-گ 
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دونوں نتائج کو ایک وضع کر کے حاصل ہوا 


مثال 3: ص کی وہ سب سے عام قیمت کیا ہوگی جو مساوات سیص ٍ٣-<‏ و مسص < 
دونوں کو تمام کرے؟ 
0 و ۶360 کے درمیان کے زوایا میں سے. خالص ۶210 و 2330 وہ زوایا ہیں جن 


کاسائن 1 ہے, و ایسے ہی خالص 30" و 210 وہ زوایا ہیں جن کا مماس کے ہے۔ 


ت 


کچ 


لہذا 0 و ۶360 کے درمیان خالص 0ء یعنی 14, وہ زاویہ ہے جو دونوں شرائط 
کو تمام کر رہا ہے۔ 
لہذا اب اس زاویہ میں چار قائمات کا کوئی بھی حاصل ضربی جمع کر کے اس کی 
سب سے عام قیمت حاصل ہو جائے گی, تو وہ ہوئی 

1317 


< +۲٢12 


جبکہ ط ایک عدد صحیح ایجابی یا سلبی ہے۔ 
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6. وہ مساوات جس میں کسی زاویۂ مجہول کے تناسب تثلثی شامل ہو تو مساوات 
و وہ مساوات تب تک حل نہ ہو پائے گی جب تک کہ ہم اس کو تمام کرنے والے سارے 
زوایا کو شامل کرنے والی ایک عبارت نہیں کر لیتے۔ 
آیندہ مضامین میں کچھ بنایدی قسم کی مساوات حل کی گئی ہیں۔ 


7 مثال 1: مساوات 2سی2< + ۷3 ہسد + ۶1 ۵۔ 
اس عبارت کو ایسے بھی سمجھا جا سکتا ہے کہ 
2 22د + ۷3 ہد +21 0, 
یعنی 2س2 <-3ا۷اسد-3 0ء 
یعنی (ہسح- 2()3ہسد + ۷3) * ۵۔ 
: 7 19 ہر 
تو عبارت ہسد < 3ا یا ہسد * - کے سے تمام ہوگی۔ 
پھر ایسا کوئی زاویہ ہے نہیں جس کا ہمسائن 3 ہو, لہذا پہلا جواب حل ہو نہیں 


ط2 


و سب سے چھوٹا زاویہ ایجابی جس کا ہمسائن ۔ ‏ گت 


ہے, وہ بے 150م یعنی 2لا 
لہذا اس زاویہ کی سب سے عام قیمت جس کا بمسائن ۔ کے ہی ہوئی 
دےہ + لا (مضمون 83) 


یہ مساواتِ معلوم کا حلّ عام ہے۔ 
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مثال 2: مساوات مس5ص * قمس 2ص حل کرو۔ 


عبارت کو ایسے بھی لکھا جا سکتا ہے کہ 


س5م< مس( -2م) 


اب اس زاویہ کی سب سے عام قیمت, جس کا مماس ٣٤‏ _ وٍے کے مثل ہو, ہوئی 
ط+ گے 2ص مطابقمضمون 84 کے۔ 

جبکہ ط کوئی بھی عدد صحیح ایجابی یا سلبی ہو۔ 

لہذا اس مساوات کا سب سے عام حل ہوگا 


5ے > ط + م -2ص 


7 صدحل(ط×+ و 


جبکہ ط کوئی عدد صحیح ہو۔ 
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باب 7 


دو زوایا کے اجتماع و فرق کے تناسبات تثلیثی۔ 


8 مکتسب: دلیل کہ 
سی (ب+ج) < سے ب ہس ج + بس ب سیج, 


و ہس (ب+ج) ×* ہس ب بس ج - سی ب سیرج۔ 


فرض کرو کہ خط دورانی أب سے شروع ہوئی و ایک زاویہ بأج (۔ب) بنایا, پھر مزید 
ایک زاویہ جأض (۔ج) بنایا۔ 

تو خط دورانی کے آخری مقام أأض میں کوئی نقطہ د لو؛ و اس سے عمود دھ و دن بناو 
خطوط أب و أج پہ حسب ترتیب؛ پھر ن سے زر بناو متوازی بأ کے, جسے هد میں 


نقطہ ر سے ملاو, و عمود نق بناو أأب پہ۔ 
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تو زاویہ ردن * ۶90 - <حدنرۃ درناأً * دن اق × ب۔ 


+١ 7‏ 
لہذا سی (ب+م) > سے پآ دھدے گال 
اذ اذ 


* سی ب ہسچ + ہس ردن سی ج۔ 


.۔ سی (ب+ج) > سی ب ہس ج + بس ب سیج۔ 


× بس ب ہس چ < سے ردن سے ج۔ 


۔ ہس (ب+ج) < بس ب ہس ج - سی ب سیاچج۔ 


9. گزشتہ مضمون میں رسمات خالص ان مسائل کے لیے بنائے گئے ہیں جن میں ب وج 
حادات ہوں۔ لیکن اس میں بیان کردہ دلیل کسی بھی سائز کے زاویہ پہ جاری ہوگی, و 
تب اس میں شامل مقادیر کے رموز پہ توجہ دینا لازم ہوگا۔ 
لہذا مزید کوئی رسمہ بنائے بغیر ہی ثابت کیا جا سکتا ہے کہ یہ نتائج تمام زوایا کے لی 
صادق ہیں, جیسا کہ آگے مذکور ہے۔ 
فرض کرو کہ ب و ج حادات ہیں, تو مضمون 88 سے معلوم ہوا کہ یہ مکتسب ب وج 
کے لیے صادق ہے۔ 


309ھ اعد ۳!-ھ/ذاا ٥٥‏ /۵٥٥۔۷۵آ506/اا:ەمتاجا‏ 


فرض کرو کہ ب:, * 990+ب, تو مضمون 70 سے حاصل ہوا 
سیب < ہس ب, و ہس ب, * - سی ب۔ 
تو سی(ب,+ع) * سی (۹90+(ب+ج)) * ہس (ب+ج), مضمون 70 سے, 


×× بس ب ہس ج - سی ب سی ج × سے ب: ہس ج + ہس ب) سیج۔ 


ایسے ہی ہس (ب,+ج) *> ہس [۶90+(ب+ج)] < - سی (ب+ج) 

>- سے ب ہس چ - ہس ب سے ج × ہس بو ہس جچ < سی ب) سیج۔ 

و ایسے ہی کریں گے اگر ج ۶90 زیادہ ہو جائے۔ 

تو مضمون 88 کے فارمولات صادق ہوں گے اگر ب یا ج میں سے کوئی 90" بڑھتا ہے, 
یعنی اگر ان میں شامل زوایا 0 و ۶180 کے درمیان ہوں۔ 

و ایسے ہی جب ایک یا دونوں زوایا کی قمیت 0 و ۶2270 کے درمیان ہو تو ہم 
بر ۶90+ ب, فرض کر کے ان مکتسبات کے صدق کو ثابت کر سکتے ہیں۔ 

اسی طرح آگے بڑھنے پہ ہم دیکھیں گے کہ یہ مکتسبات کلیا صادق ہیں یعنی ہمیث 
صادق ہوں گے۔ 


0 مکتسب: دلیل کہ 
سی(ب -ج) * سیب ہسج - ہسب سیج, 
و ہبس(ب -ج) * ہسب ہسچ + سیب سیج۔ 
فرض کرو کہ خط دورانی خط ابتدائی أپ 
سے شروع ہوئی و زاویہ بأج(<ب) بنایا, و 
پھر جہت خلاف میں گھومی و زاویہ جاأض 


بنایا جس کی مقدار ہے ج, تو زاویہ بأض ہوا 


ب-چ۔ 
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خط دورانی کے آخری مقام میں کسی نقطہ د سے دھ و دن عمود بنایا أب و أج پہ 
حسب ترتیب؛ پھر ن سے نق و زر عمود بنایا أب و هد پہ حسب ترتیب۔ 


تو زاویہ ردن < 90'- ددنر> درنج * دقأن ‏ ب, 


لہذا سی (ب-ج) < سی بآر < 7< سے 


× سی ب ہس چ - ہس ردن سی ب, 
لہذا سی (ب -ج) < سے ب ہس ج - ہس ب ہس چ۔ 


أُق+قھ 


7 ہس (ب-ج) ےھ 
آد آد 


یھی ج ہہ 
ےک لے بش کا و قد اھ 
آ آد آن آد کی نج 


بس ب ہس چ + سی ن در سیرج؛ 


لہذا بس (ب -ج) < بس ب ہس ج + سی ب سیج۔ 


1 گزشتہ مضمون میں بیان کردہ دلائل کسی بھی سائز کے زوایا پہ جاری ہو سکتے 
ہیں اگر مقادیر متضمنہ کے لیے رموز کو ملحوظ رکھا جائے۔ 
حادات کے لیے ان فارمولات کو صادق تسلیم کر کے ہم مزید کوئی رسمہ بنائے بنا یہ 
دکھا سکتے ہیں کہ وہ تمام زوایا کے لیے صادق ہیں۔ 
فرض کرو ب, * ۶90+ ب, تو حاصل ہوا 


(چونکہ سی ب, * ہس ب, و ہس ب * - سی ب) 
چو سر فا شس یں ری بب 


-ج) > سے [90 9+ (ب -ج)] *> بس(ب -ج) (مضموں 70) 
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×× ہس ب ہس چ + سی ب سیوج 
× سے ب وہس ج <- ہس بر سیب ۔ 
و ہس (ب, -ج) > ہس [90' + (ب -ج)] <- سی(ب -ج) (مضموں 70) 
>- سے ب بس چ + بس ب سیب 
<> - بس بہ ہس چ + سی بہ سی ج ۔ 
و اگر ب 90" سے زیادہ ہو تب بھی ہم ایسے ہی کریں گے۔ 
لہذا یہ مکتسب ان تمام زوایا کے لیے صادق ہوا جو دو قائمات سے بڑے نہ ہوں۔ 


تو اب بر * 990+بہ فرض کر کے ہم دکھا سکتے ہیں کہ یہ مکتسب تین قائمات 
کم تمام زوایا کے لیے صادق ہے, و ایسے ہی آگے بھی۔ 

تو اس طرح ہم نے یہ ثابت کر دیا کہ یہ مکتسب تمام زوایا کے لیے صادق ہے چاہے وہ 
جو ہوں۔ 


2 مضامین 88 و 90 کے مکتسبات جو زوایا کے دالات کے اعتبار سے دو زوایا کے 
جمع و تفریق کے دلالت تثلیثی کو بیان کرتے ہیں, وہ مکتسباتِ جمع و تفریق کہلاتے 


3 مثال 1: سی 975 و بس 975 کی قیم بتاو۔ 
سی 75 - سی (۶30+۹45) - سی ۹45 ہس ۹30 + بس ۹45 سی ۹30 


ص1۵سص- 70ھ 
رک وو اد تو مرو 
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و ہد 975 - ہس (۹30+9۹45) - بس 945 بس 930 - سی ۹45 سی 930 


مثال 2: سی(ح+س) و ہس(ح+س) کے فارمولات کو تسلیم کر کے اس سے سی(ح-س) و 


ہس(ح-س) کے فارمولات مستنبط کرو۔ 
ہمیں معلوم ہے کہ 

سید * سی((<-س)+س) * سی(<-س) ہسس + ہس(<-س) سیس سِسضوڑتا 
و ہسد * بس((<-س)+س) *> ہس(<-س) ہسس + سی(<-س) سیس بیو اڑا 


ہس س کو (1) میں و سے س کو (2) میں ضرب دیا, پھر تفریق کیا تو ہوا 

سی< ہسس - ہسح سیس < سی(<-س) (ہسڈس + سیڈس) *> سی(ح-س) 

سی س کو (1) میں و ہس س کو (2) میں ضرب دیا, پھر جمع کیا تو ہوا 

سی< سیس + ہس< ہسس * بس(<-س) (ہسڈس + سیةس) > بس(ح-س) 

لہذا دونوں فارمولات مطلوب ثابت ہوئے۔ 

یہ دو فارمولات زوایا کی تمام قیم لیے صادق ہوں گے کیونکہ جن فارمولات سے یہ 


تنبط ہیں وہ تمام قیم کے لیے صادق ہیں۔ 
4. مضامین 88 و 90 سے ب وج کی تمام قیم کے لیے ہمیں معلوم ہوا کہ 


سی (ب+ج) * سیب ہسچج + ہسب سیج, 


و ے (ب -چ) * سیب ہسچج - ہسچج سیب 
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لہذا جمع و تفریق سے حاصل ہوا 
سے (ب+ج) + سی (ب -ج) - 2سیب بسچ ........(1) 
0 (ب+ج) - سی (ب -ج) ۶ 2ہسب سیچج وو [ھا 
انہیں مضامین سے ب و ج کی تمام قیم کے لیے یہ بھی معلوم ہوا کہ 
ہس (ب+ج) * ہسب ہسچ - سیب سیج,؛ 
و ہد(ب -ج)* ہسب ہسچج + سیب سیب۔ 
لہذا جمع و تفریق سے معلوم ہوا کہ 
ہس (ب+ج) + ہس (ب -ج) ۶ 2ہسب ہسچ .........(3) 
و ہس(ب -ج)- ہس (ب+ج) > 2سیب سیج سس (4) 
اب فرض کرو ب+ج × ض و بج * غ, تو ہوا 


ض ات 3تت 
با کے وچ د کی 


یہ تبدیلات کرنے سے ض و غ کی تمام قیم کے لیے (1) سے (4) تک کی نسبتیں 


ہوئیں۔ 
میض +سۓ +2 مغ خی .....3و) 
سیض - سیغ <2 بی ل٤‏ سی غرۓ س6 (28) 
بسض + بسغ <2 ہیں را٤‏ ہے ضر سس (38) 
بسغ - بسض <2 سم غوٍ٤ٗ‏ سم غرۓ ہس (ق4) 


[طالب کو اس بات پہ غور دینا چاہیے کہ 48 کا جانب داہنا بسغ - بسض ہے, نہ کہ 


بسض - بسغ۔] 
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5 1 سے 48 تک کی یہ نسبتیں بہت اہم ہیں, تو انہیں خوب حفظ کر لینا چاہیے۔ 
ان کی اہمیت عظیم کی وجہ سے ہم اس مسئلہ کے لیے جہاں ض و غ حادات ہوں, 
دلیل ہندسی بیان کر کریں گے۔ 
فرض کرو کہ بأض زاویہ ض ہے, بأغ زاویہ غ ہے۔ پھر زاویہ ضأغ کو خط مستقیم 
أف سے کاٹو۔ پھر اف میں ایک نقطہ د اخذ کرو, و ق در عمود بناو أد پہ جسے أض و أغ 
میں نقطہ ق و ر پہ ملاو حسب ترتیب۔ 
اب دل و قھ و رن عمود بناو أب پہہ و ر سے رکی عمود بناو دل یا ڑھ پہ جسے أن 


میں ک وی پہ ملاو حسب ترتیب۔ 


چونکہ زاویہ غاأض ض-غ ہے, تو غأف و فأض ہر ایی ٹیۓ ہواء 
و دبأف ٭ دبأغ+۔غ‌أف > غ+ یڈ َ‫ غرن 


پھر چونکہ دونوں مثلثات در و دأق ہر اعتبار سے متساوی ہیں تو ہوا 


اق ار و در< دق 
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تو ہوا رق <2رد 
لہذا قی-<2دک و ری 2رک یعنی ھن <2ھل 
لہذا ھق+نرء یق+2لک - 2کد+2لک > 2لد 
7 أھ+ان > 2أھ+من < 2أھ+2ھل * 2ال 
عق پر _ ھق نر 


لہذا!ا سیض + سی >> +٣‏ 0 
اق پان آر 


ووالاولاا جھو راد تر 
5 اداد 
عون طاٹگا ین اگ 
2 2 
لت 
[ کیونکہ دکدر - ۹90 - دکدا ء دلأد ۔ غیۓ) 
ا ان أھ + ان 
و بسض + برع ےگ پک ے کش 
اق ار ر‌ 
ےج الا ےو کپ کے 2ہیں لاد بس دار 
ان اف ان 


6 طالب کو چاہیے کہ وہ گزشتہ مضمون میں مذکور فالمولات سے خوب مانوس ہو 
جائے و انہیں عمل میں جاری کرنے کی خوب مشق کرے, کیونکہ یہ انسیت آگے اس کے 
لیے کافی مفید ہوگی۔ 
یہ فارمولات نہایت ہی اہم ہیں کیونکہ ان سے بعض مقادیر معین کے جمع و تفریق کو 
دیگر بعض مقادیر کے حواصل ضربی کے طور پہ تعبیر کیا جاتا ہے, و طالب کو حساب 
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جبر میں یہ معلوم ہو چکا ہوگا کہ مقادیر کے حاصل ضربی کو عکس تضرب سے 
پآسانی حل کیا جا سا ہے۔ 


ہم یہاں ان کے استعمال کی بعض امثلہ ذکر کر رہے ہیں۔ 


مثال 1: سی 6ھ + سی 4ھ <2 سب 6ھ+4ھ . 6ھ-4ھ 
2 2 
<2 سی 5ص ہس ص 


مثال 2: بس 3ھ - ہد 7ھ <2 سس 3ص+7ط ار 7ص-3ھ 
7۰ ۱ وت 20 


ک2 5س 2ظ: 


ھی 75 +15ڈ سی 515-975 


مثال 3: بس ۶75 - سی 5ات ے __ 2 7 
س5 میرکلا 6ت 5ت 
2 2 
- 2 بس ۹45 سی 930 1 ۔ ۷3 
30 ل ے کے > ...057735 
رو بس تو 3 
[اس مثال میں فارمولات سے تبسیط عبارت کیا ہے؛ ورنہ سی75م, سی515, ہس75 


بس۶15 کے لیے جدول دیکھنا, پھر ایک طویل کسر اعشاری سے دوسرے کو تقسیم کرنا 
دشوار و وقت لینے والا عمل تھا۔] 


مثال 4: عبارت ذیل کی تبسیط کرو۔ 


(ہس ص - بس 3ص) (سي 8ص + سی 2ھ) 


(سی 5ھ - سپ ص) (ہس 4ھ - بس 6ص) 
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مضمون 94 کا فارمولہ جاری کیا تو عبارت ہوئی۔ 


2س ص+ 3ص رر 3ص فص برورں 8ص+2ص ری 2-8ص 

2 بد سر ٍِ 2 ہ‎ ٠ 
2ر 5ھ+ھے 5ص ے وی 4ٌّ+6طص 6أ -4ص‎ 
ہس رہہ سی جچھے سی کچھ سے ہے‎ 


_ 4× سی 2ص سی ص × سی 5ص ہس 3 


5 ۹ ہب 3ص سی 2ص × سی 5ص سی ھ 


1> 


7 مضمون 94 کے فارمولات (1), (2), (3), (4) بھی بہت اہم ہیں, جنہیں شکل ذیل 


میں حفظ کرنا چاہیے۔ 


2سب رسع کسی (كب1م) + سر (و‌ جیا موم( 
2رپ سی ج2 سی (پب7ج)> سر (پجا......۔ی[ھا 
2 بس ب بس ج < ہس (ب+ج) + بس (ب-ج) ب3ا 
2 بس ب بس ج < ہس (ب+ج) - ہس (ب+ج) 1ئ“ 


انہیں مضمون 94 کے فارمولات 1 سے 48 تک کا عکس کہا جا سکتا ہے۔ 


مثال 2:1 سی 3ھ بس ص < سی 4ص + سی 2ص ۔ 
متال 272 بس 5ھ سی 3ض ک سد 2×س قاظ: 
مثال 2:3 ہس 11ص بس 2ص < ہس 13ص + ہس 9ص ۔ 


مثال 4: تب یر سم 8ص بس ص < سی 6ص بس 3ص 


بے ےا ح20 


فارمولات گزشتہ کے اعتبار سے عبارت ہوئی 
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[سی 9ص + سی 7ص] - ٣‏ [سی 9ص + سی 3ص] 


زین 3ص + ہن ص]  -‏ [ہنہ ص - ہس 7ص] 


ن 94 کے فارمولا کے مطابق۔ 


[طالب کو حل مسئلہ کے حیلہ میں غور کرنا چاہیے کہ پہلے اس مضمون کے فارمولات 
تعمل ہیں, پھر مزید تبسیط کے لیے مضمون 94 کے فارمولات معکوس مستعمل 
ہیں۔ یہ حیل تبسیط میں اکثر کارآمد ہوتے ہیں۔] 


مس ب +مسدج 


8أ مس (ب +چج) -> 


مس ب - مسج 
رر ہدیچ ےوڈچچچش 
1- مس ب مسدچ 1 مس ب مسج 


مضمون 88 سے ب و ج کی تمام قیم کے لیے حاصل ہوا 


نے و(ب ٤ع)‏ _ سی ب ہس ج + ہس ب سیراج 
باج ہیں( +ج) ‏ بسدب ہسچ ”سیب ہسرج 


پھر ماتحت و مافوق دونوں کو ہس ب ہس ج سے تقسیم کیا تو ہوا 
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و مضمون 90 سے 


مداتھاے سیے(ب-ج) _ سیب بسچ-۔ہسدب سوج 
ات پس(ب -ج) سب بسچ + سرب ہدج 
پہلے کے مثل تقسیم کر کے 
سیب _ سیجع 
ہس ہبسچج 
سی ب ‏ سیاج 
۱" بسب بسچ 
وو وھود سواےے ست 


1 مس ب مسدج 


9 گزشتہ مضمونات کے فارمولات رسمات 88 و 90 سے بذریعہ ہندسہ حاصل کیے جا 


[1) مضفون 88 کے رسعہ کے مطابق حاضل ہوا 
قن + رد 
آھ رن 
90ھ 
اق 
بن رد 
رد أق 


یر ے أق 

دن آن 

7 2 
وتب کک کا کک ×> مسدچ 

اق آن 
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لہذا (ب+ج) > بت 5 


ھدے ڈن ”(د 
مس (ب-چج) ٦‏ 
آھ اق+نر 
فھ بن جوصررن ہے بت 
اق اق اق 
ہے 20 1+ ند در 
ن‌ در أق 


لیکن چونکہ زوایا ردن و نأأق متساوی ہیں, تو ہوا 


کرے آقف 
دن آن 
د دن 
و تب کے نے کل × مسداچ 
اق ان 
لہٰذا ےت مسب ۔مسدج _ مسب -۔مسج 


1 مسردن مسردج 1+ مس ب مسج 


0. فارمولات گزشتہ کے مخصوص مسایل۔ ج کو ۶45 کے متساوی بنا کے ہوا 


(ب+45٥)‏ ۔> مسب +1 _ 1+مسب 


1۔مسدب 1۹-۔مسب 


7 مد (ب-945) _ مسب-1 


.61 مسب 


و ایسے ہی جیسے مضمون 88 میں ہے ویسے ہی ہم ثابت کر سکتے ہیں کہ 
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مہ ۹45+ مس 30 
1۔ مثال 1: و ۓ ہہووم ۔ ھ92 سے 
ل 1: مہ75" > مہ (30+45) > ہے رٹ ہے 


ابر ۔ (1۶۷۔_ 32+4 وم 


ہے ۔ے 3ہ 2 
کو 00 02 7 0ک 00 32 7ر3 


مس ۶45 - مس ۶30 


مثال 2: ۰> ٠۔30م)‏ -۔ 
ال 2: مس ۶15 *> م۔ (۶30-945) 1+ یں 545 ی۔ 30 


7 
_ ۔ 1-2 ۔ (۔٥)‏ ۔ 932-4 ے رق" 
ا و3ٌامەو 3۔1 2 

ع2 


> 2- ..,1.73205- ...026795 ۔ 


2. باب موجودہ کے فارمولات کی مزید امثلہ لیے ہم ایسے زاویہ کی قیم عام تلاشس 
گے جس کا سائن و ہمسائن و مماس معلوم ہو۔ اس کی بچٹ مضامین 82 سے 84 تک 


میں گزر چکی ہے۔ 


ان تمام زوایا کی قیمت عام بتاو جن کا ساین یکساں ہو۔ 

فرض کرو کہ ب کوئی زاویہ ہے جس کا ایک معلوم سائن ہے, و ج کوئی دوسرا زاویہ ہے 
جس کا سائن بھی وہی ہے۔ 

تو اب ج کی وہ سب سے عام قیمت معلوم کرنا ہے جو مذکورہ ذیل مساوات کو تمام 


کڑرےد 


۵09ھ اعد 1۳-ھ/دااأ٥۵/۵٥۵۔۷۵آ06د5اا:ەمتاجا‏ 


سے ج 7> سیب 
یعنی سیج-سیب<0۔ 
ایسے بھی تحریر کیا جا سکتا ہے کہ 


وہ ظط ہت ےج 


وت پا 


و لہذا یہ تمام ہوگی 


ازہد عڑے د0ء واز سی گی د٤۔‏ 


٭ 
یعنی از "چے ‏ ػ کا کوئی کوئی تاق حاصل ضربی, 
واز کچ ٦<‏ کا کوئی حاصل ضربی۔ 

یعنی از ج ع ۔ب+× کا کوئی تاق حاصل ضربی, 

7 ج > ب+× کا کوئی جفت حاصل ضربی, سھپڑھ 


یعنی بالضرورت ج ٭ (-1)٭ب+طتۃ و ط یہاں کوئی صحیح ایجابی یا سلبی ہے۔ 
کیونکہ جب ط تاق ہوگا تو یہ عبارت (1) کے مناسب ہوگی, و جب ط جفت ہوگا تو (2) 


کے۔ 


03. ان تمام زوایا کی قیمت عام معلوم کرنا جن کا ہمسائن یکساں ہو۔ 
اب ہم جو مساوات حل کریں گے وہ ہے 
ہس چ < ہسبء 


یعنی ہس ب- ہس ج۶ 0, 


سے ٣‏ سےہ ہے 


ہہ 
1 
3 


یعنی 2 ہس 
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ولہذا تمام ہوگی 
سے ای کچے یں 


<, وازسے کے2 >و۔ 


2 
ہے 
یعنی از و ٦>‏ کوئی حاصل ضربی 


از سے 


و از گے <0 کوئلی حاصل ضربی 
یعنی ازج -ب+22 کا کوئی حاصل ضربی 
و از ج٭ ب+2 کا کوئی حاصل ضربی 
و مذکورہ دونوں مساوات کے حل ج ‏ 2ط۶+ب میں شامل ہیں, و یہاں ط کوئی 


صحیح ایجابی یا سلبی ہے۔ 


4ء ا١ن‏ تمام زوایا کی قیمت عام بتاو جن کا مماس یکساں ہو۔ 
تو اب جو مساوات ہمیں حل کرنا ہے وہ ہوئی 
ھ۷ بب 
یعنی سی ج بس ب- بس ج سی <0 
یعنی سی(ج-ب) <0 
چ- ی<* کا کوئی حدصل ضربی ٭ ط×7 
و یہاں ط کوئی صحیح ایجابی یا سلبی ہے۔ 


تو سب سے عام حل ہوا ج * ط×+ب ۔ 


۵09ھ اعد 1۳-ھ/دااأ٥۵/۵٥۵۔۷۵آ06د5اا:ەمتاجا‏ 


باب 8 


زوایا کے حاصل ضربی و جز ضربی کے تناسبات تثلیٹثی۔ 


5. زاویہ 2ب کے تناسبات تثلیثی کو زاویہ ب کے تناسب کے اعتبار سے معلوم کرنا۔ 
اگر ہم مضمون 88 کے فارمولات میں ج * ب کر دیں, تو ہوگا 
سی2ب < سے ب ہس ب + ہس ب سے ب 2 سے ب ہس ب, 
ہس 2ب × ہس ب ہس ب - سی ب سے ب * ہس ب - سیۂ ب 
> (1- سیۂب) - سی ب 2-1 سیۂۃ ب, 
و 
< ہسۃ ب -[(1 - ہسۃ ب) ۶ 2ہسۃ ب -1؛ 


مس ب + مس ب 2مس ب 
و س2ب ۔ كت ہےعكتے ۔ے جھہمے_۔ 

1۔مسب مسب 1۔مسٹذ٭ب 
چونکہ مضمون 88 کے فارمولات زوایا ب و ج کی تمام قیم کے لیے صادق ہیں؛ تو جو 
فارمولہ ان سے ماخوذ ہوگا وہ بھی ان زوایا کی تمام قیم کے لیے صادق ہوگا لا محالہ۔ 
تو یہاں مذکورہ بالا فارمولات ب کی تمام قیم کے لیے صادق ہیں۔ 
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6. مضمون گزشتہ میں ب کی ان تمام قیم کے 
لیے جو قائمہ سے کم ہوں, فارمولات کی دلیل 
ہندسی بھی دی جا سکتی ہے۔ 
فرض کرو کہ قضد زاویہ 2ب ہے۔ ووض کو ۰| 
مرکز بنا کے اس پہ نصف قطر ض‌د کا دائرہ 
بناو, و قض کو أ پہ اس سے ملاو۔ 
پھر أد و دق کو ملاو, و أُق پہ دن عمود بناو۔ 
اقلیدس 2-3 کے مطابق 
زاویہ قأد > ِ حدقضد× ب, و زاویہ ندق ٭ <ق اد ب, 
و وی نے عق ے ولف وت آن 
ضد ‏ 2ضق أأق أد أق 
< 2 سی نأد ہس دأق, کیونکہ أدق قائمہ ہے۔ 
25 سے ب ہس ب۔ 


2 _ ضن _ 2ضن _ (اض+ضن)(اأض-ضن) 
و ہر وں > کل ۔ -خد ے 
ضد ‏ آق اق 


أن نق ے أن أد _ نق دق 


و مس2ب 
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مثال: سی 15 و ہس ۶15 کی قیم بتاو۔ 

فرض کرو کہ زاویہ 2ب ۶30 ہے, تو ب 15٭ ہوا۔ 

و فرض کرو کہ نصف قطر ضد 2ب ہے تو حاصل ہوا 
ضن < 2 ہس 2۹30 ب 30 

0 ند۶ 2ب سی ۶930 ہ۔ 

لہذا ‏ أن < أض + ضن ‏ ب (2 ٥۷3+‏ 

و نق٭ضق-ضن ٭ب(۷3-2)۔ 

آیۃ* آن × أق <ب (2 + )×4 _(اقلیدس 8-6), 

توہوا آد<ب 2 (3++1). 

و (بقة* قن ×قاءب (۷3-2) × 4ہ 

تو ہوا دق ٭ ب 1-3(۷/2) 


ذا سی 915 *< - ۔ جا 
لہذا سی آق 4 3 
0" اد _ 9(۷2/+1) _ 1+196 

وہہ سا اطع 
ق 24 رم 


7. 3ب کے تناسبات تثلیٹی کو ب کے تناسبات کے اعتبار سے حاصل کرنا۔ 
مضمون 88 میں ج کو 2ب کے متساوی بنا کے حاصل ہوا 
سی 3ب × سی (ب +2ب) × سی ب ہس 2ب + ہس ب سی 2ب 


<> سی (2-1 سیۃ ب) + ہس ب ×2 سیب ہسدب 


< سی (2-1 سیۃ ب) +2 سیب (1-سی٥ب)‏ 
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لہذا سی3ب - 3 سے ب -4 سیذ٥ب‏ مس رتا 

تو بس 3ب < بس (ب +2ب) * بس ب ہس 2ب - سے ب سی 2ب 
> ہس ب (2 ہسۃ ب -1) - سی ب ×2 سی ب ہسدب 
> ہس ب (2 ہسۃ ب -1)-2 ہس ب (1 -س2٥ب)‏ 

لہذا بس3ب <4 بسۃ ب -3 ہس ب ...............(2) 


واسے ری اون کو ول و ے تعسا انصد غب 
1- مس ب مس 2ب 


2 مسدب 
مس ب + ت کے 
7 -مس٥ب‏ _ مسب (1 ۔مست ب) +2 مسب 
1 2 مسب (1-مسف* ب)-2 ساپ 
ا و 


8. مضمون گزشتہ کے مثل, ص کے کسی بھی اعلی حواصل ضربی کے تناسبات تثلیثٹی 
کو ص کے تناسیات کے اعتبار سے تعبیر کیا جا سکتا ہے۔ لیکن یہ طریقہ کافی طویل و 
دشوار ہے, تو آیندہ باب میں اس کے لیے بہتر طرق بیان کیے جائیں گے۔ 
مثال کے طور یہ ہم 5ص کو ص کے اعتبار سے تعبیر کریں گے۔ 
ہس 5ھ < ہس (3ص + 2ص) 

کور وس تر ت2ت 

< (4ہں“ھ - 3ہسص) (2ہسڈھ -1) - (3سیھ - 4سیص) 2سیص ہسص ۔ 
< (8 ہیں؟ھ - 10 بس ص + 3ہسص) - 2 ہسص سیڈص (3 - 4سیص) 

> (ہس؟ھ - 10ہس:ھ + 3ہسص) -2ہسھ (1 - بس7ص) (4 ہس ھ - 1) 
< (8ہیں ھ - 10ہسڈھ + 3سص) -2ہسص (5پسڈھ -4ہسٴص - 1) 


< 6ہس؟ھ - 20 ہسڈھ + 5ہسص ۔ 
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9. چونکہ مضمون 105 میں بیان کردہ نسبتیں ب کی تمام قیم کے لیے صادق ہیں, تو 
اگر ہم ب کو کٹ سے تبدیل کر دیں تو بھی و صادق ہوں گی, و لہذا اگر 2ب کے بجائے 


غ یعنی ب کر دیں تب بھی۔ 
لہذا ہمیں تین نسبتیں حاصل ہوئیں 
سے ب <2 سی کے بس کے دھمسستا 
بس ب < بس کے - سیٴ کے > 2ب2 7ڑ -1 َ‫ 1 سیۃ کے 0 0] 
بب 
2 مس ج 
مسب ٭> 2 7 
و 2ے 
0.۰۰ 
از (1) ہمیں حاصل ہوا 
بب ب ب 
انب سن افص کت کش 
نے 72 229 ما فوق و ما تحت کو بس کُ 
بس2 کے + سے کے 1 می2 کے 00.7 
ات کا 2ب 1ے 2ب 
ویو 0فاف یھت 
7.- و وھ و 
وا او کت کے 


0 زاویہ مي کے تناسبات تثلیتی کو ہس ب کے اعتبار سے تعبیر کرنا۔ 
مضفوئ گزشتہ کی فساوات [2) سے 


بس ب < 2-1سیةۃ سی 
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مھا 


1. گزشتہ فارمولات میں سے ہر ایک میں رمز مبہم موجود ہے۔ تو ان کے کسی جزئی 
مسئلہ میں اس کی رمز مخصوص کیسے معلوم کرنا ہے یہ آیندہ امثلہ میں بتایا گیا ہے۔ 
٦ : 1‏ 
مثال 1: معلوم ہے کہ ب 45 رتو سر 22ي و ہد 22 کی قیم بتاو۔ 

مضمون گزشتہ کی مساوات (1) میں ب کو ۶45 بنا کے حاصل ہوا 


7 
طگ/ 
: 8 5 اوج 
رد لاد احعقفٹت ۔۔ 72 22ھ 
2 2 2 4 


اب سی 22 ي٠‏ لازما ایجابی ہوگا, لہذا اوپر والا رمز اختیار کیا جائے گا۔ 
توروا م22 2-21 

1۔_ __۶1+ہس 945 2+2 1 
تو س22 سے 2 ےہ ء وت ونوا 
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ایسے ہی بد 22 ي ایجابی ہے 


مثال 2: معلوم ہے کہ ہہ 2330 ك تو سی 165* و ہمہ 165 کی قیم بتاو۔ 


مساوات (1) سے معلوم ہوا 


5 کے 
سی ۹165 - + 1۔س230/ ہے ے۷4ل۔ٍ 2-4 ۷3 
ا 2 2 8 


اب 165" چونکہ 990 و 180" کے درمیان واقع ہے, تو مضمون 52 کے مطابق اس کا 


سائن ایجابی و ہمسائن سلبی ہوگا۔ 


1-۷3 

ذاا سی ۶'165 ہہ 
لہذا سی 5 
1+3 

پر 165٥۔۔‏ ت۴ا 
0" 22 
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امثلۂ مذکور سے معلوم ہوا کہ جب زاویہ ب و اس کا ہمسائن معلوم ہوں, تو زاویہ ب١2‏ 
کے تناسبات رمز میں ابہام کے بغیر حاصل کیے جا سکتے ہیں۔ 
لیکن اگر صرف ہس ب معلوم ہو تو سی ب2 و بس ب2 کو حاصل کرنے میں ابہام ہوگا۔ 
و اس ابہام کا بیان اگلے مضمون میں ہے۔ 

12 بیان کہ بس ب کی قیمت سے سی کے و بس ٣‏ کو حاصل کرنے میں ابہام کیوں ہے۔ 
ہمیں معلوم ہے کہ اگر ط کوئی عدد صحیح ہے, تو 
بس ب * ہس (2ط× + ب) <غ (کہ لو) 
لہذا کوئی فارمولہ جس سے غ کے اعتبار سے ہد می حاصل ہو, تو تو 
ہمسائن بھی حاصل ہونا چاہیے۔ 


اب رہ قطالغت < بد (ط0 2 


گرٹگس 
٠ادہ‏ 
انہ 


< ط بس کے , ط کے جفت یا تاق ہونے کے اعتبار سے۔ 


ایسے ہی کوئی فارمولہ جس سے غ کے اعتبار سے سم می حاصل بی تو طاآآغ بی 


2 
سائن بھی حاصل ہونا چاہیے۔ 
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لہذا ہر مسئلہ میں ہم بس و سی ٭ے کی دو قیم حاصل کرنے کی امید کرتے ہیں, و 


یہی بات مضمون 110 میں معلوم ہوئی ہے۔ 


3 زاویہ می“ کے تناسبات تثلیتی کو سی ب کے اعتبار سے تعبیر کرنا۔ 
مضمون 109 کی مساوات (1) سے حاصل ہوا 


اولا, ان مساوات کو جمع کیا, پھر تفریق کیا, تو حاصل ہوا 


00۶2۴ ے09 


و و او لاس تی 


3 کے 
27 و 7 


2 2 
تو ہوا سی کے + بس ک7 1+ سیب سمم(ہ 
7 سیل - بس لا 142 - سوب سوا 


اب جمع پھر تفریق کیا, تو حاصل ہوا 


سیک >2 1+ سیب +1 - سیب۷ ھسمممب(گا 
و بسک <+ 1+ سیب 14 - سیب۷ ۔۔ 
اب کن کے دیگر تناسبات بآسانی حاصل ہو جائیں گے۔ 


۵09ھ اعد 1۳-ھ/دااأ٥۵/۵٥۵۔۷۵آ06د5اا:ەمتاجا‏ 


4. دونوں فارمولات (5) و (6) میں سے ہر ایک میں دو مبہم رموز ہیں۔ تو آیندہ امثلہ 
میں یہ بیان کیا گیا ہے کہ کسی جزئی مسئلہ میں ابہام کو کیسے واضح کرنا ہے۔ 


مثال 1: معلوم ہے کہ سے 30, ہے ,تو سے 15" و ہمہ 15 کی قیم بتاو۔ 
ب > ۹30 کر کے نسبت (3) و (4) سے حاصل ہوا 


سے ۹15+ ہس 15'- س٭ ٦‏ ۴30 < کے 


سی ۹15- ہس 2-۶15 1- سے ٥30‏ ےی ؛ 
۷2 


اب سی 15" و ہس ۶15 دونوں ایجابی ہیں و ہس 915 سی 915 سے زیادہ ہے۔ 
لہذا عبارات سی ۶15 + ہس ۶15 و سی ۶15- ہس ۶15 ایجابی و سلبی ہوئیں حسب 
لہذا اوپر کی دو نسبتیں ہونی چاہیے 


- : ۷3 ہے‎ ٥ 
سی 15+ ہد 15"<+ کت وسی15*- سی ۶15 -- ُر‎ 
1+19 وہہ‎ 1-3 


ذا سي 915" < 8 5 
بنا 5ار وہ ا رو 


مثال 2: معلوم ہے کہ سی 570" متساوی ہے - ّ کے. تو بتاو کہ سی 285 و ہمہ 
5 کی قیم کیا ہوئی۔ 
ب * 570 کر کے حاصل هو 


سی 285+ ہی ۶285+ 1+ ہے وتوہ یل 


و 
و سی ۶285- ہس 285- ٭ 1 سم ۹570/<٭ 2/ 
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اب سی ۶285 سلبی ہے. و ہس ۶285 ایجابی ہے؛ و پہلے والا عددا دوسرے سے بڑا ہے 
جو کہ رسمہ سے معلوم کیا جا سکتا ہے۔ 
لہذا سے 9285 + ہس ۶285 سلبی ہوا, و سی ۶285 - ہس 9285 بھی سلبی ہوا۔ 

سی 9285+ ہی 285> گے , 


۷2 

و سے ۹285- ہ۔ 285 - ۔ 9 

۷/2 
: 1+3 
لہذا سی ۶۹285 ۔ : 
۷22 
1-3 
ہی ٥285‏ -۔ 3 گا 
1 22 


5. بیان کہ سی ب کی قیمت سے سی نے و بسن حاصل کرنے میں ابہام کیوں واقع 
ہوتا ہے۔ 
ہمیں معلوم ہے کہ اگر ط کوئی عدد صحیح ہو, تو 
سی (ط۶11+(-7)1ب) *> سی ب ٭غ (کہ لو (مضمون 82) 
لہذا اگر کوئی فارمولہ ہمیں ب کے اعتبار سے سی طے بتائے, تو اسے ہمیں 
٢1+‏ کا سائن بھی بتاتا چاہیے۔ 


اولا, فرض کرو کہ ط جفت و 2ظ کے متساوی ہے, 


ط 
تو سی طاگرتا سم(ظ 0+ 
> سپ ظ× ہ سج + ظ1 سے سے ظ× سی کے 

2 2 

 <‏ سے ٭ے , ظ کے تاق یا جفت ہوئے کے اعتبار سے۔ 
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ثانیا, فرض کرو کہ ط تاق و 2ذ+1 کے متساوی ہے, 


جس ط7 +1(0)ت با ےرس 11+732 با ےس [, ,1۲ب 
وپ طخ (لاٹم سے قتبتد حم یہ + گڑعا] 
کروی چووں 2270+ی تر یں اتاد ہی تریں گا 
2 2 
ہس کے ذ کے جفت و تاق ہوئے کے مطابق۔ 
لہذا کوئی فارمولہ جو ہمیں سی ب کے اعتبارہ سی کر بتائے تو ! - کب ٌِ 


و - ہہ من کی قیم بھی بتانا چاہیے, یعنی کل 4 قیم۔ یہ ان قیم کی تعداد ہے جو ہمیں 
مضمون 113 کے فارمولات سے مہبم طور پہ حاصل ہوئی ہیں۔ 
و ایسے ہی یہ بھی ثابت کیا جا سکتا ہے کہ جب سی ب سے ہ کے حاصل یا جائے, تب 


بھی 4 قیم کی امید رکھنا ہے۔ 


6. اب ہم دکھائیں گے کہ کسی مسئلہ میں نسبت (3) و (4) کے ابہام کو کیسے واضح 


کرٹا ہے۔ 
ہمیں معلوم ہے 
1 ب‫ 1 بِ 
باب پا ۔ ۷0| رر سے + ا ںا ج 
سک ۱رت و و ٢‏ 
کے 1 ب و0 ۃ*٭ ۳ فی 
2| سد کے بس آے+ بس کے سم ]>5 سم(پےہ ٥‏ 
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اس مساوات کا جانب بایاں ایجابی ہوگا اگر 
گ+ ٭ے واقع ہو 2طہ و 2ط +۴ کے درمیاں, 
یعنی اگر می واقع ہو 2ط - ا و 2طع + 2 کے درمیان۔ 
2 4 4 
لہذا سی مے + بس ے ایجابی ہوگا اگر می واقع ہو 
دیج مس 223 
2ط ۔ گػ و 2طہ + کے درمیان؛ ورنہ سلبی ہوگا۔ 


و ایسے ہی ہم ثابت کر سکتے ہیں کہ 


ڈااو اھ زی رسای ہو گا از ا کل واق و 2ظ7و 2ظ 
لہذ کت - بس کے ایجابی ہو کے داقوبہ × و 2ط× +× کے 


الو کی 31 دیس 
درمیان, یعنی اکر کے واقع ہو 2طۃء  +‏ و 2ط× + آ" کے درمیان؛ ورنہ سلبی ہوگا۔ 


اس مضمون کے نتائج آیندہ رسمہ میں نمایا ہیں۔ 
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رسمہ مزکور میں أب خط ابتدائی ہے؛ و أدہ أأق, أر, اک نے پہلے, دوسرے, تیسرے, 


چوتھے ربع میں زوایا بنایا ہے حسب ترتیب۔ 


مثال عددی: ٭ کن منتہاوں میں ہوگا اگر 2 سی <٣‏ ۔ 1 سی ب۷ -1 -سیوب۷ 


اس مسئلہ میں مضمون 113 کے فارمولات ہوئے 


رز 2+ یسک 22[ سب۷ سس ٹلتھ 
ریو کت اہی ک ےم اکچ کی لا 
وک + بس کے 1-5 - سیب 2( 


یونکہ ان دونو فارمولات کا اجتماع فارمولۂ مذکور دیتا ہے۔ 

از (1) لازم ہے کہ خط دورانی جس نے زاویہ می کو گھیرا وہ اق و أر کے درمیان ہوگی 

یا پھر أر و أک کے درمیان۔ 

از (2) لازم ہے کہ خط دورانی أر و أک یا أک و أد کے درمیان ہوگی۔ 

تو یہ دونوں شرائط تبھی تمام ہوں گی جب خط دورانی أر و أک کے درمیان واقع ہو۔ 

ہذا زاویہ سے واقع ہوا 2طہ- ٹیا و 2طہ- طڑ کے درمیان۔ 

7. یر کے تناسبات تثلیثی کو مس ب کے اعتبار سے تعبیر کرنا۔ 
مشفی 109 کی ساوات (3) سے حاضل بدا 


2 مد کے 
مس ب *×* لے 
جم 
اج ة لاب ےج و 
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8. مساوات (1) کا رمز مبہم تبھی واضح ہو پائے گا جب ہمیں ب کی مقدار کے بارے 
میں کچھ معلوم ہوگا۔ 


مثال: معلوم ہے کہ مد 15" >2- 3 تو بتاو مع 7“ کیا ہوا۔ 


ب * ۶15 کر کے مضمون گزشتہ کی مساوات (1) کے مطابق ہوا کہ 
1"۔ +1+(ھ2۔2)0۷3/-1 ۔ +434-8۔-1 
2 2۔۷3 ۵-2 


30 


7 


1 
اب مس 7 ایجابی ہے تو ہم اوپر والا رمز لیں گے۔ 


: ۔ +(۷2-۷6)-1 
لہذا مس 7 ٭ے ہت ہے 


> (6لہ۔ 2ہ ۔ 1) (2 + 3/)) - ۶6 ۔ ۷3+ 2۔2 -> (3لہ۔ 2/ہ) (2لہ۔ )١‏ 
چونکہ مس ۶15 - مس ۴195 تو جس مساوات نے ہمیں مہ ۲15 کے اعتبار مس ک1 
بتایا, اس سے امید کی جا سکتی ہے کہ مہ 195٭ کے اعتبار سے مس 15 بھی بتائے, 
بلکہ (1) سے جو قیمت حاصل ہوئی ہے اس کے قبل رمز سلبی اختیار کر کے وہ قیمت 
ہوگی مد 195ٴ کی۔ 

۱ و 
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ر نے 195"۔ -1-434-8 ۔ -(1-0۷2-۷6 
2 ۵-2 3-2 


٦2+۷۴6 -( >‏ - 1) (2 + ۷3) د ۔ (3لہ + ۷2) (۷2ہ + 1) 


وا ۔قمد 7 مد 97ي ۔(3ا +و) (داہ+ 1۔ 


9. بیان کہ جب مس كت کو مس ب کی قیمت ہ حاصل کیا تو اس میں ابہام کیوں آیا۔ 
مضمون 84 سے معلوم ہوا کہ اگر ط کوئی عدد صحیح ہو تو 
مس (ط× + ب) * مس ب >ء (کہ لو)۔ 
لہذا کوئی مساوات جو ہمیں غ کے اعتبارہ کے بتائے تو ! بھی 
بتانا چاہیے۔ 
اولا فرض کرو کہ ط جفت ہے و متساوی ہے 2ظ کے, 
تو طیاب ۔ فظات ۔س (ظہ +۰) 
<> مس ل, جیسا کہ مضمون 84 میں ہے۔ 
ثانیا, فرض کرو کہ ط طاق ہے و متساوی ہے 2ذ +1 کے۔ 


طالبپ ےے, (2ذ+1)+ب 
2 2 
< مد + آلڑھ) مس انڑل (مضمون 84) 
>- قد کا _(مضمون 00. 


لہذا وہ فارمولہ جس نے ہمیں مس م کی قیمت بتایا, اسے - قمس کن کی قیمت 


بھی بتانا چاہیے۔ اس بات کو گزشتہ مضمون کی مثال میں نمایا کیا گیا ہے۔ 
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0. باب جاری کے فارمولات استعمال کر کے ہم اب کچھ اہم زوایا کے تناسبات تثلیثی 
حاصل کریں گے۔ 
اس میں سے زاویہ ۶18 کے تناسبات معلوم کرنا ہے۔ 
فرض کرو کہ ص سے مراد 918 ہے, تو 2ص ۶36 ہوا و 3ص 54" ہوا۔ 
لذا 2ے 3-90ص 
تو سی 2ص ٭ سی (3-990ھ) < بس 3ص 
2اس مار و ظ4رزت-3 وس ملین 11073195 
لہذا ہس ھ<0, جس سے لازم ہے ص * ۶90 
کا 29-2914 421ماصہ 


4 س2ص +2 سیھ<1۔ 


مساوات تربیعی کو حل کر کے حاصل ہوا 
+1-۷5 
سیےےد گھیئً 


ہمارے مسئلہ میں سی ص لازماً ایک مقدار ایجابی ہے 


لہذا ہم نے اوثر والا رمز اختیار کیاء تو ہوا 


سرو!: گا . 
لذا ہپس 1-918 -سی2 ۴18 ۔ ہ۔ 8 226 ۔ 52+10ك/ 
ہ 7 ٌ 
۔ ۷52+10 


4 
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اب 918 کے دیگر تناسبات تثلیثی معلوم کیے جا سکتے ہیں۔ 
چونکہ ۶72 ۶18 کا اتمامی ہے, تو 72 کے تناسبات کی قیم مضمون 69 کے استعمال 
سے حاصل کی جا سکتی ہیں۔ 


1.۔ و اس میں سے ۶36 کے تناسبات تثلیثٹی حاصل کرنا ہے۔ 
چونکہ بس 2ص < 2-1 سیۃ ص (مضمون 105), 


: ۳ - 9ك ۔ 3۔۷5 
(2-1-٦182 2-1-2۹36 >‏ ككھ) ۔ 1ش 
تو ٠‏ تس 

سے 
ہد 1-6 بیلووم ےہ 7/226 ۔ 28ا 


اب ۶36 کے باقی دالات تثلیثی حاصل کیے جا سکتے ہیں۔ 
پھر چونکہ ۶54 ۶36 کا اتمامی ہے, تو ۶54 کے دالات کی قیم مضمون 69 کے استعمال 
سے حاصل کی جا سکتی ہیں۔ 


2. سپ 18٭ و ہس 36 کی قیمت ہندسہ سے بھی 
معلوم کی جا سکتی ہے۔ 

فرض کرو کہ بچض ایک زاویہ ہے جو اقلیدس 

4 کے مثل بنا ہے, تو زوایا ج و ض میں سے ہر 3 
ایک ب کا دو گنا ہوا۔ 

تو ۶۶180 ب+ج+ض ×۶ ب+2ب+2ب 


تو ہوا _ ب < 36 ٤‏ : ض 
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لہذا اگر جض پہ بغ عمود بنایا تو ہوا 
حچبغ 218 
اقلیدس سے معلوم ہوا کہ جض متساوی ہے بس کے, و س ایک نقطہ ہے بج پہ کہ 
بج × جس ×۶ بس* 
فرض کروکہ بچ <ب و بس < ح۔ 
تو اس نسبت سے حاصل ہوا 


ی(یءم)< ح2 


یعنی ح2 +بح<بة 
0 ھٗھمئءء 
یعتی ٍٍ٘ 2 
:- 2 1 عض 
لہڈا س18 ےج سا جب ۔ کے جب 
اك کے ظا 
2ہ 4 


پھر (اقلیدس 10-4 سے) ہمیں معلوم ہے کہ بس و سض متساوی ہیں, 
لہذا اگر سل بض پہ عمود ہو تو ل خط بض کو گاٹے گا۔ 
لہذا 36 کے سے ہے کے 


کے اتا ۓ 5اتا 
(/-5()1/+1) 8 
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3. اس میں سے 9 کے زاویہ کے تناسبات تثلیثی معلوم کرنا ہے۔ 


چونکہ سی 9" و ہس 9" دونوں ایجابی ہیں, تو مضمون 113 کی نسبت (3) سے حاصل 


ہوا سے 9+ ہد 9- 1+ سی ۷۹8 


پھر چونکہ ہس ۹9 بڑا ہے سی 9" سے (مضمون 53) تو مقدار سی 99- ہس ۹9 سلبی 
ہوئی, لہذا مضمون 113 کی نسبت 4 سے حاصل ہوا 


سے ۹9- ہی ۶9-۔ - سی 18'/ -.۔ کے 


(1) و (2) کو جمع کر کے حاصل ہوا 
ىر 9ٴ- 5-۷/5+3۔۷۷5 
4 
و (2) سے (1) کو مفرق کر کے حاصل ہوا 


ہر وہ٥‏ 5+3//+5۔۷۷ 
4 


اب ۹9 کے بقیہ دالات بھی حاصل کیے جا سکتے ہیں۔ 
و چونکہ 981 99 کا اتمامی ہے, تو ۶81 کے دالات کی قیم مضمون 69 کا استعمال 
کرکے حاصل کی جا سکتی ہیں۔ 
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4. مضامین 88 و 90 کے فارمولات دو سے زیادہ زوایا کے جمع کے تناسبات تثلیثٹی 
حاصل کرنے میں بھی استعمال کیے جا سکتے ہیں۔ 
مثال: سی (ب + ج +ض) <* سی (ب +ج) بس ض + ہس (ب +ج) سض 
< [سی ب ہس ج + بس ب سی ج] بس ض + [ہس ب بس ج - سیب سیج] سوج 


* سی ب ہچ ہس ض + ہس ب سیج ہس ض 


* بس ب ہس چ سیض - سپ ب سیج سیروض 
تو ہس (ب + ج +ض) < ہس (ب +ج) ہس ض - سی (ب +ج) سی ض 
< (ہس ب ہس چج - سی ب سیج) ہس ض - (سی ب ہس ج + ہس ب سیج) سی ض 
* ہس ب ہس ج ہس ض - ہس ب سیج سیروض 
- سی ب ہس ج سی ض - سی ب سیج ہسدض 
مس (ب +ج) + مس ض 


وم ا ےا یا وس( +ج) اض 


مس پ + مسج 7 : 
3 


من پ + من ج 


بد دوجس ہے ہت 
1۔ مس ب مسدچ 
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مد ب + ملس ج ۴+ مس ض - مس ب مس ج مس ض 


5 1- مس ج مس ض - مس ض مس ب - مس ب مسدج 


5. گزشتہ مضمون کا آخری فارمولہ ایک مکتسب کلی کا مسئلہ جزی ہے, جس سے 
زوایا کی کسی بھی تعداد کے اجتماع کا مماس ان زوایا کے مماسات کے اعتبار سے 
حاصل کیا جا سکتا ہے۔ 
وہ مکتسب ہے مس (بہ + بو+ بو+ء.. + بے) 


شر-شو+ شو-شر+... 


1> شو شو: ش۶ 
و یہاں 
شر مس پر + مس پر +۰ ۴ مس پے 
> متفرق زوایا کے مماسات کا اجتماع۔ 
شر 7 مس بر مس بر + مس بر مس بو ٭۰.. 
* دو مماست کے ضرب کا اجتماعِ 
شو مس بر مس باج مس بو + مس باج مس بو مس بس ٭. 
> تین مماست کے ضرب کا اجتماع, و ایسے ہی آگے بھی ہوگا۔ 
فرض کرو کہ نسبت (1) ط زوایا کے لیے صادق ہے, پھر اس میں ایک زاویہ بی, زیادہ 
کرو۔ 
تو ہوا مس (بر + بر +... + ہی۔م) 
× مس [(ب, + بد +... بں)+ بی,ہ] 


مس (ب + بر+... +بے) ۴+ مس ہیں 


1۰۔مس(بہ+بر+.., +برے) × مسبی) 
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شر شوط+ شو-شرت ہی ں 
پا نو 
2 ش٣‏ شر 
ش -۔شو+ شو 
1۔ مس پیم 


1 2 ط+1 سر چا کے ط٭1 
اب مس ب , مس ب/ ... مسب کگانام رکھو تد تے..ت ۔ 


تو ہوا مس (ب, + پر +... +بی,) 
ے (شر۔ش+ شو..)+تیں, (1۔شو+شی..) 


(1-شر+ شرم..) - (شر-ش+ شو...) تیم 


(شو+ تی۔م) - (ش+ شوتیرر) + (شٛ+ شرتیںہ)... 


1 ۔ (شر+ شہ,تی۔) - (شر۔ شوتی۔.) -(شم+ شوتی۔ہ).. 
ایک سو + ہنی سز ٭ نے ضا + ہا کی 
> (ط+1) مماسات کا اجتماع۔ 
کو + شو تید زی 3+ تو تو+ہ)+ رک ٭ تو ای ٭ کہا تی 
> (ط+1) مماسات میں سے دو کا ایک مرتبہ میں اجتماع۔ 
شو + شرتی, * (تہ تر تو + تر تو تیم +...) + (تہ تر + تر تو +...) تیہہ 
> (ط+1) مماسات میں سے تین کا ایک مرتبہ میں اجتماع۔ 
لہذا ہم نے دیکھا کہ یہ قانون ط+1 زوایا کے لیے ویسے ہی صادق ہے جیسے ط زوایا 
کے لیے صادق ہے۔ 
لہذا اگر یہ مکتسب ط زوایا کے لیے صادق ہوگا تو ط+1 زوایا کے لیے بھی صادق ہوگا۔ 
لیکن مضامین 98 و 124 کے مطابق, وہ 2 و 3 زوایا کے لیے بھی صادق ہے۔ 
لہذا 4 کے لیے بھی صادق ہوگا, و لہذا 5 کے لیے بھی ... لہذا یہ مکتسب کلیا صادق ہے۔ 
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لازم: اگر تمام زوایا آپس میں متساوی ہوں, و ط عدد ہوں, و ہر ایک ان میں سے ص کے 
متساوی ہو, تو 


6. گزشتہ مضمون میں بیان گردہ طریقے کے مثل طریقہ سے یہ دکھایا جا سکتا ہے 
کہ سی (پر + بر +ء.. +بے) 
× بس بہ بس بر ... بس بی (شر - شو + شو- ...)۔ 
و یہ کہ ہس (ب, + بر +...+ بی) 
< بس بر ہس پر ۔۔. ہس بے (1- شر + شر -...)۔ 


و یہاں شر ء شر, شوء ... کی قیم مضمون گزشتہ کے مثل ہوں گی۔ 


7. تشبیہات جو مثلث کے زوایا کے تناسبات تثلیثی کے درمیان قائم ہوں۔ 
جب تین زوایا ب, ج, ض ایسے ہوں کہ ان کا اجتماع ۶180 ہو, تو ان کے تناسبات 
تثلیٹی کے درمیان کئی نوع کی نسبتیں پائی چائیں گی۔ 
و ان کے ثبوت کا طریقہ امثلۂ آیندہ سے نمایا ہوگا۔ 
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مثال 1: اگر ب + ج + ض ٭ 9180, تو یہ ثابت کرنے کے لیے کہ 
سی 2ب + سی 2ج + سی 2ض ۶ 4 سی ب سیج سیٍوض۔ 
سی 2ب + سی 2ج + سی 2ض >2 سی(ب +ج) ہس (ب -ج) +2 سی ض بہسض 
چونکہ ب +ج + ض ‏ 180" 
تو ہوا ب +ج > ۶180-ض 
و لہذا سی(ب +ج) * سیض, 
و ہس(ب +چ)*٭۔بسدض (مضمون 72)۔ 
لہذا عبارت ہوئی 
>2 سی ض ہس (ب -ج) +2 سی ض بہسض 
<2 سیض [ہس (ب -ج) + بس ض] 
>2 سیض [ہس (ب -ج) ۔ ہس (ب +ج)] 
>2 سیض ×2 سیب سیوج 


<4 سے ب سیج سیض۔ 


مثال 2: اگر ب + ج + ض ۶180ء تو ثابت کرو کہ 
۱ بپْچ 
بس ب + بج - ہس ض <-4+1 بس سے بس کے سی کت ۔ 
عبارت ہوئی < ہس ب +(ہسج -ہسدض) 


وی 2۔ ج+ض ض ٤گ‏ 
2 بی كے-2+1 سی سی ۓے۔ 


اب ج+ض <۶180 -ب 


سك تل ضا۔ووە ب 
تو چھ -90“ ج, 
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ولہذ ×ح تہ 
0 بد ڑ یش < سیکے۔ 
لہذا عبارت حاصل ہوئی 
۳ت تًَ٠-۔‏ 
>2 ید کے ]کے + سر تي5 
> 2 ہس ار شڑخد+ غبنيع]-: 


مثال 3: اگر ب + ج + ض 2180 تو ثابت کرو کہ 
سیب + سیڑج + سیا ض <2 +2 ہس ب ہس ج بس ض۔ 
فرض کرو کہ س < سی ب + سیۃج + سی ٥ض‏ 
تو 2س 2 سیب +1- بس 2ج +1- سی 2ض 
عو زان +2سقمم+ض)صضھ+ضا 
> 2-2 بس2 ب +2-2 ہس (ج +ض) ہس (ج -ض) 
س 25 + بس ب [ہس (ج -ض) + بس (ج +ض)] 
چونکہ ہس ب > ہس (۶180-(ج + ض)) * - ہس (ج +۶ض) 
س 2+ ہس ب ×2 ہس ج بس ض 


> 2+2 بس ب ہس ج ہس ض۔ 
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مثال 4: اگر ب +ج + ض * ۴180, تو ثابت کرو کہ 

مس ب + مسج + مس ض < مس ب مس ج مس ض۔ 
مضمون 124 کے تیسرے فارمولہ سے حاصل ہوا 
مس ب ۴+ مس ج ۴+ مس ض - مس ب مس ج مسدض 
1-(مس چ مس ض + مس ض مس چ + مس ب مسدچ) 
لیکن مد (ب +ج +ض) * مس 180"-0 


مد (ب +ج +ض) > 


پٹ 0 مس ب + مس چج + مس ض - مس ب مس چ مس ض 
یعنی ‏ مسب + مس چ ۴ مس ض < مس ب مس ج مس ض 
و اسے فارمولہ استعمال کیے بنا بھی ثابت کیا جا سکتا ہے۔ 
کیونکہ ‏ مس (ب +ج) > مس (۹180-ض) < - مس ض 


مس ب + مسج _ 1 
1- مد پ مسداچ - وھ 
مد ب + مد ج * - مس ض + مس ب مس ج مس ض 


یعنی پ ۴ مش ج۶ مسض 5 ساپ مشاج مھ ضل 


مثال 5: اگر <ح + س +ء * <سء, تو ثابت کرو کہ 
2ح 2 لے 2ح 2د 2 


+ 
1 ے2 > مز 1۔2 1۔ح 1۔ھسا 


فرض کرو کہ < < مس ب, س ۶ مس ج,ء * مس ض, تو ہوا 
مس ب + مس ج + مس ض < مس ب مس ج مس ض٠‏ 


مس ب +مسدج 


تل مو 


تو ہوا مسدہ(ب +ج)× مس(7-ض) 
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لَہٰذڈا ‏ :پ +ج+ ض < طج+ 1م 
ھپ ےس بے ۔ 2 می 2 مج 2متاض 
1س ۔یۃ* ۹:ءعةً 14ساپ 1“ منًج ۰1۹ متساٌض 
> مس 2ب + مس 2ج + مس 2ض < مس 2ب مس 2ج مس 2ض٠‏ 
(گزشتہ مثال کی دلیل کے مثل دلیل سے) 

2 2س 2 
×۴ ×۴ 


ا و کت و وت 


8. مکتسبات جمع و تفریق کو مساوات تثلیثی کی بعض انواع کو حل کرنے میں 
استعمال جا سکتا ہے۔ 
مثال: مساوات سی < + سی 5< * سی 3< حل کرو۔ 
مضمون 94 کے فارمولات کے مطابق مساوات ہوئی 
وو و جس29 
سی 3<< 0 یا 2ب 2- <1 
اگر سی 3< - 0, تو 3< ٭ ط7 


+ گا 


اق وھ لی ند 2ظ 


2 


زا ط38 1 
لہذا تت 


9. وہ مساوات حل کرنا جس کی صورت ہو 
ہس ص + ج سپ ھ × ض۔ 
مساوات کے دونوں جانب کو ر2 + ج۷2 سے تقسیم کرو تاکہ ہو وہ جائے 


ت1 
ْ2 وھ 6 بن گے وھ 


جج اتا ہچ 
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اب جدولِ مماسات میں وہ زاویہ تلاشو جس کا مماس کٌّ ہو و اسے نام دو بھ 


چا 


تو ہوا مس بھ × كٍّء تو ہوا 
سرت .ج- 
جو یکس دوی وت 
تو اب مساوات کو ایسے لکھا جا سکتا ہے 


ہس بھ ہس ص + سے بھ سی ھ* 


ض 
سو ہت 


اب جدول سے یا کسی دوسری طرح زاویہ جھ تلاشو جس کا ہمسائن ہو 


تو ہوا جح 
[یہ خالص تبھی ہو سکتا ہے جب ض < برة + جۃ۷] 
تو مساوات ہوئی ہس (ص ‏ بھ) * ہس جھ ۔ 
تو اس کا حل ہوا ص ۔ بھ < 2ط جھ , تو ہوا 
ھ۶ 2ط + بھے جھ, 
و ط یہاں عدد صحیح ہے۔ 
و زوایا جیسے بھ و جھ جو سہولت حساب کے لیے عمل میں لائے گئے ہیں, انہیں ہم 


زوایا تسہیلی کہیں گے۔ 
0. حلِ گزشتہ کو مرسوماً بھی نمایا کیا جا سکتا ہے جیسا کہ آگے وارد ہے۔ 


خط ابتدائی پہ أھ ناپو متساوی بِ کے و اس پہ عمود هد ناپو متساوی ج کے۔ 


تو زاویہ هأد وہ زاویہ ہوا جس کا مماس کٌ یعنی بھ ہے۔ 
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پھر مرکز أ سے نصف قطر أد یعنی ,2+ ج۷2 
کا دائرہ بناو, و خط ابتدائی پہ ان ناپو ض کے 
متساوی۔ 
اب قنق' عمود بناو أُن پہ جو محیط دائرہ 
سے ق و ق' پہ ملے؛ تو زوایا نأق و ق'أن میں 
سے ہر ایک جھ کے متساوی ہوا۔ 
لہذا زاویہ ق اد ہوا بھ - جھ و ق'أُد ہوا بھ + جھ ۔ 
تو مساوات کا حل ہوا 

2طۃ + قأد و 2ط× + ق'أد 
و یہ تعبیر فاسد ہو جائے گی اگر ض > 2 + ۷2ء 
کیونکہ تب نقطہ ن دائرہ کے باہر واقع ہوگا۔ 


71. مثال عددی کے طور پہ ہم مساوات 5 ہس ص -2 سی ص < 2 حل کریں گے۔ 
عقوم ےک مۃ48721'- کے 
مساوات مذکور کے دونوں جانب کو عبارت 
5+ و2 یعنی 29/ سے تقسیم کر کے 


حا ا گے کے ہیں شر جا کے 
صل ہوا ہے سے 7 ہے 


ہنا سارہ 48۶51ا کی ص 5185571 
< سی ۶21 2'48- سی (90- 968 12') 
> ہہ 968 12'۔ 
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بد (ھ + 921 48) < ہد 12968 
تو ھ+48921'> 2ط٣‏ 682٭ '12‏ (مضمون 83) 

ھ × 2ط - 921 248 12968 

×2ط - یا 2ط٣٣‏ + 24946'ء, 


و ہیاں ط کوئی عدد صحیح ہے۔ 


2. مثال: عبارت سی ص + ہس ص کے رمز و مقدار میں تغیرات کو معلوم کرنا جبکہ ص 
0" سے 9360 تک جائے۔ 
معلوم ہے کہ می ص + بد ھ< 5| طرمم ھ+ بد ص] 

< 2 [سی ھ ہس ۶45 + ہس ص سی ۹45] < 2/ سی (ص + 945) 

جب ص زیادہ ہوا 0 سے ۶45 تک, تو سی (ص + ۴45) زیادہ ہوا سی ۶45 سے 990 تک و 
لہذا عبارت زیادہ ہوئی 1 سے 2/ تک۔ 
و جب د زیادہ ہوا ۹45 سے 135" تک, تو ھ + ۹45 زیادہ ہوا ۹90 سے 9180 تک, و 
لہذا عبارت ایجابی ہوئی و کم ہوئی 2/ سے 0 تک۔ 
و جب ص زیادہ ہوا ۶135 سے 2225 تک, تو عبارت تبدیل ہوئی 2/ سی ۶180 سے 
2 سی 270" تک, یعنی وہ سلبی ہوئی و کم ہوئی 0 سے - 2/ تک۔ 
و جب ص زیادہ ہوا ۶225 سے 315 تکہ تو عبارت تبدیل ہوئی 2/ سی ۶270 سے 
2 سی 360" تک, یعنی وہ سلبی ہوئی و زیادہ ہوئی - 2/ سے 0 تک۔ 
و جب ص زیادہ ہوا ۶315 سے 360 تکہ تو عبارت تبدیل ہوئی 2/ سی ۶360 سے 


2 سی ۶405 تک, یعنی وہ ایجابی ہوئی و زیادہ ہوئی 0 سے 1 تک۔ 
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3. مثال: ب ہس ص + ج سی ص کے رمز و مقدار کے تغیرات کو معلوم کرنا و عبارت کی 
سب سے بڑی قیمت کو تلاشنا۔ 
معلوم ہے کہ 


ہے 2 
ہہ ہس ص + ج سی ص * ,2+ ۷2ا > جا ات 
نیت وت 


فرض کرو کہ بھ سب سے چھوٹا ایجابی زاویہ ہے, اس طور پہ کہ 


2 


> 
+ ہتجے سیبھ 
2+ ج۵ 


ۓ کت ے_ ‏ خے 
ہس بھ < وق وی زھ کا ےس 
,2+ ج۷2 ر2 + ے۷2 
تو عبارت ہوئی 
> 2+ ج۷۵ [ہس ص ہس بھ + سی ص سی بھ] > ر2 + ج۶٢‏ ہس (ص ۔ بھ) 


جب ص متغیر ہوا بھ سے 2360 + بھ تکہ تو زاویہ ص ۔ بھ متغیر ہوا 0 سے ۶360 تکہ و 
لہذا عبارت کے رمز و مقدار میں تغیر بسہولت حاصل ہو گیا۔ 

چونکہ مقدار ہس (ص - بھ) کی سب سے بڑی قیمت 1 ہے, یعنی جب ص متساوی ہے بھ 
کے, تو عبارت کی سب سے بڑی قیمت ہوئی 2+ ج۷2۔ 

و ص کی وہ قیمت جس سے یہ سب سے بڑی قیمت حاصل ہوئی, وہ ہوگی جس کا 


. ہہ 
ہھسائن بے ۓیےے۔ 
8 ر2 + ج2 
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باب 10 


موصل۔ 


4. فرض کرو کہ ہمیں معلوم ہے کہ 
ق009 ے ےج 
کر وس رت 407 
1029712501914270 
و ہم بغیر عمل ضرب کے دکھا سکتے ہیں کہ 253 × 407 ۶> 102971, 


کیونکہ 53ج 407ھ ۔ 2403120510 پ. 0 260959447 
- 240312050 25095944 


ممیت 

> 102971۔ 
تو یہاں دیکھا جا سکتا ہے کہ عمل ضرب ایک سہل عمل جمع سے بدل گیا۔ 
پھر فرض کرو کہ ہمیں معلوم ہے کہ 


ورنفااہگا - 7وووں 
0 امم کے ع0 
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5. تعریف مُوصل: اگر ب۔ کوئی عدد ہے و < و ص دیگر کوئی اعداد ہیں وب” < ص٠‏ 


تو یہاں ہم بسہولت یہ دکھا سکتے ہیں کہ 79507 کا جذر 
مکعب 43 ہے, کیونکہ 


1 
77+ (79507)* -(0 (حسوں 


0 90040551 4ل - 1633468510 - 3ھ 


یہاں یہ دیکھا جا سکتا ہے کہ جذر مکعب حاصل کرنے کا مشکل عمل ایک سہل عمل 
تقسیم سے بدل گیا۔ 


19 


تو < کو ہم ''موصل ص تا جذر "٭٭ٌ کہیں گے, و تحریر کریں صلر ۔ 


امثلہ: چونکہ ۶۶10 100, لہذا 2 - ۸100 ۔ 
چونکہ 10:- 100000, لہذا 5< 71100000 ۔ 
چونکہ ۶2 16, لہذا ۶4- ۸16و۔ 


۰ 3 
چوٹکٹ ع۔ روڈد- 22و ہد ٍ -4مو۔ 


توضیح چونکہ ب' ۶ 1 ہمیشہ تو 1 کا موصل ہمیشہ صفر ہوگا, خواہ جذر کچھ ہو, 


اس میں ب کو جذر کہیں گے, و ح کو ارتفاع یا رفع کہیں گے, و ص کو حاصلِ ارتفاع یا حاصلِ رفع کہیں گے۔ 
یعنی ص کو جذر بتک لے جائے والا۔ 
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6. حساب جبر میں, اگر د و ھ مقادیر حقیقی ہیں, تو درج ذیل اصول, جنہیں ہم 
اصول ارتفاع کہ سکتے ہیں, صادق ہیں۔ 


0200 
1 یپ ىد پا 


2 پا" 
3 ()*-ی*۔ 

و انہیں کے مطابق ہمارے پاس تین اساسی اصول موصلات ہیں۔ 
1 (دھ) ۸ر - در + ھالی 
2 (3)/ِ د دا - ھی 
3 ذ٦۸‏ < ھ×دا۔ 


ان اصول کے دلائل آیندہ مضامین میں آ رہے ہیں۔ 


7. دو مقادیر کے حاصل ضرب کا موصل متساوی ہوتا ہے ان دونوں مقادیر کے 
موصلات کے اجتماع کے, جبکہ جذر وہی ہو, یعنی 
(دھ)/, < د/, +ھل۔ 
فرض کرو کہ <* دا تو ہوا+د*< د 
و س×ھ/ تو ہوا+”<دھ؛ 
.فر۔محجد 
دھ/, * <+س, ‏ (مضمون 135, تعریف) 


× دا + ھ۸ ۔ 
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8. دو مقادیر کے حاصل تقسیم کا موصل متساوی ہوتا ہے ان کے موصلات کے فرق کے, 
یعنی ()/, د> دا -ھا,۔ 
فرض کرو کہ <* د/, تو ہوا“ > د, (مضمون 135, تعریف) 


رتو ہواب+٭“<دھ؛ 


(مضمون 135, تعریف) 
< دال, -ھ۸/, ۔ 


9. جس مقدار کا کوئی ارتفاع کیا گیا ہو اس کے حاصل ارتفاع کا موصل متساوی ہوتا 
ہے اس مقدار کے موصل و اس ارتفاع کے حاصل ضرب کے, یعنی 
(۸)/ < ھ×دال ۔ 


فرض کرو کہ <* د تو ہوا+”< د 


(یث)۸, < ھح, ‏ (مضمون 135, تعریف) 


× × در ۔ 


0. موصل کا نظام عام: موصلات کا وہ نظام جو ہم عملاً استعمال کرتے ہیں, اس میں 
جذر ہمیشہ 10 ہوتا ہے, تاکہ اگر کبھی جذر مذکور نہ ہو تو جذر 10 مقدر مان لیا 


جائے۔ و 10 کو بطور جذر استعمال کرنے کے مفاد اگلے تین مضامین میں آ رہے ہیں۔ 
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1. تعریف صفات و فُضلات: اگر کسی عدد کا موصل بعض صحیح و بعض مکسور ہو, 
تو اس کے جز صحیح کو اس کی صفت کہیں گے و جز اعشاری کو اس کا فُصْلہ 
کہیں گے۔ 
لہذا اگر 1795 > 2.9003671 تو 2 صفت ہوا و 9003671. فضلہ ہوا۔ 


صفات سلبی: فرض کرو کہ ہمیں معلوم ہے کہ 
2ر > 30103 
تو (ڈ)ر ۔ 1 - 2م 2-0-2 -- 30103 
تو موصل ٣‏ سلبی ہوا 
اب مناسب ہے, جیسا کہ مضمون 143 میں بیان آ رہا ہے کہ تمام فضلات کو ایجابی 
رکھا جائے۔ 
لہذا ہم - 30103. کے بجائے تحریر کریں گے -[1 - 69897.] 
7 7 >۔(9897-1ع6) > -1+ 69897 
و اختصاراً یہ عبارت 1.69897 بھی لکھی جا سکتی ہے۔ و 1 کے اوپر جو خط افقی 


ہے وہ دلیل ہے کہ جز صحیح سلبی ہے؛ لیکن جز اعشاری ایجابی ہے۔ 
ایک مزید مثال 34771213 کا معنی ہوا -3 + 4771213 ۔ 


'٭ یعنی موصل کی صفت و ایسے ہی موصل کا قضلہ 
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2. کسی بھی عدد کے موصل کی صفت کو اس کا جائزہ لے کے معلوم کیا جا سکتا ہے۔ 
1. فرض کرو کہ وہ 1 سے زیادہ ہے, 

تو چونکہ 1-910 تو ہوا 1 - 0؛ 
و چونکہ 10-۱10, تو ہوا 10 - 1؛ 
و چونکہ 100-210, تو ہوا 100 >2 
و ایسے ہی آگے بھی۔ 
لہذا کوئی بھی عدد جو 1 و 10 کے درمیان ہو تو اس کا موصل 0 و 1 کے 
درمیان ہوگاء یعنی وہ ایک مکسور اعشاری ہوگا, و لہذا اس کی صفت 0 ہوگی۔ 
و کوئی عدد جو 10 و 100 کے درمیان ہو, تو اس کا موصل 1 و 2 کے درمیان 
ہوگا, یعنی اس کی صفت 1 ہوگی۔ 
و ایسے ہی 100 و 1000 کے درمیان کے کسی عدد کا موصل 2 و 3 کے درمیان 
ہوگا, یعنی اس کی صفت 2 کے متساوی ہوگی۔ 
و 1000 و 10000 کے درمیان کے کسی عدد کی صفت 3 کے متساوی ہوگی۔ 
عام طور سے کسی عدد کے موصل کی صفت ایک کم ہوتی ہے اس عدد کے جز 
صحیح کے رقوم کی تعداد سے۔ 
امثلہ: عدد 296.3457 کے جز صحیح میں 3 رقوم ہیں, تو اس کے موصل کی 
صفت 2 ہوئی۔ 
و 29634.57 کے موصل کی صفت ہوگی 1-5 یعنی 4۔ 
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2. فرض کرو کہ وہ عدد 1 سے کم ہے, 
تو چونکہ 2910 1, لہذا 1ر < 0؛ 


> گے > 01,., تو 101ر --2 


: سن سک سے 7 2 
و چونکہ 10٭ ۶ چج < 001., تو ۸.001 --3؛ 


و ایسے ہی آگے بھی۔ 

لہذا 1 و 1. کے درمیان کے کسی عدد کا موصل 0 و -1 کے درمیان ہوگاء و 
متساوی ہوگا -1+بعض اعشاری کے, یعنی اس کی صفت آ ہوگی۔ 

و 1, و 01. کے درمیان کے کسی عدد کا موصل -1 و -2 کے درمیان ہوگاء و لہذا 
متساوی ہوگا -2+بعض اعشاری کے, یعنی اس کی صفت 2 ہوگی۔ 

وایسے ہی 01. و 001. کے درمیان کسی عدد کا موصل -2 و -3 کے درمیان 
ہوگا, یعنی اس کی صفت 3 ہوگی۔ 

عام طور سے کسی بھی ٍر اعشاری کے موصل کی صفت سلبی ہوتی ہے, و 
عددا 1 زیادہ ہوتی ہے اعشاریہ کے فوراً بعد واقع اصفار متصلہ“ّ کی تعداد سے۔ 
تو ہم نے دیکھا کہ 1 و 1. کے درمیان کا کوئی کوئی بھی کسر (مثلاً 5.) جس 
میس اعشاریہ کے بعد کوئی صفر متصل نہ ہو تو اس کی صفت آ ہوگی۔ 

و 1. و 01. کے درمیان کا کوئی عدد (مثلاً 07.) جس میں اعشاریہ کے فوراً بعد 


1 صفر متصل ہو تو اس کی صفت 2 ہوگی۔ 


اصفار متصلہ: وہ اصفار جو آپس میں متصل ہوں جیسے 100 میں, نہ کہ 010 میں۔ 
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و 01. و 001. کے درمیان کا کوئی مکسور (مثلا 003.) جس میں اعشاریہ کے 
فوراً بعد 2 اصفار متصلہ ہوں, تو اس کی صفت 3 ہوگی۔ 
و دیگر کسی مکسور کے لیے بھی ایسے ہی ہوگا۔ 


امثلہ: عدد 00835. کے موصل کی صفت ہوئی 3۔ 
عدد 0000053. کے موصل کی صفت ہوئی 6۔ 
عدد 34567. کے موصل کی صفت ہوئی 1۔ 


3. تمام اعداد جن کے رقوم یکساں ہوں, تو ان کے موصلات کے فضلات بھی یکسان 
ہوں گے۔ و یہ بات ایک مثال سے واضح ہو جائے گی۔ 
فرض کرو کہ ہمیں معلوم ہے کہ 
8ھ > 4.8248935 


تو ۸668.18 - 8لوەر < ۸66818 -۸100 (مضمون 138) 


> 48248935 - 2 - 2.8248935 ۔ 
۔ 56818 ر ۔ : 7 
8 لق > ۸66818 -100000/ (مضمون 135) 
> 48248935 - 5 - 1.8248935 ۔ 
۸8ء - فؤر > ۸66818 -10 (مضمون 138) 
> 8-48248935 - 48248935 ۔ 
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اب اعداد 66818, 668.,18, 66818., 00066818. میں رقم معتبرہ یکساں ہیں, و 
فرق خالص اعشاریہ کے مقام میں ہے۔ ہم نے دیکھا کہ ان کے موصلات کے اجزاء 
اعشاری یکساں ہیں یعنی فضلات یسکاں ہیں, و فرق خالص صفات میں ہے۔ 

و ہر مسئلہ میں اس صفت کی قیمت گزشتہ مضمون میں بیان کردہ اصل سے حاصل 
کی جا سکتی ہے۔ 

و اس بات کا لحاظ رکھا جائے کہ کسی موصل کا فضلہ ہمیشہ ایجابی ہوتا ہے۔ 


4. جدول موصلات: 1 سے 108000 تک کے تمام اعداد کے لات لات کی 
جدول چیمبر میں درج ہیں جس میں ان کی قیم سات مقامات اعشاری تک درست 
ہیں۔ 
طالب کو موصلات کی جدول مذکور یا دیگر کوئی جدول حاصل ہونی چاہیے, جو 
آیندہ بعض ابواب میں بہت سی امثلہ کے لیے مطلوب ہوگی۔ 
اگلے صفحہ پہ جداول چیمبر کا ایک صفحہ بطور نومنہ مکتوب ہے جس میں 52500 
سے 53000 تک کے تمام اعداد تام کے موصلات کے فضلات مذکور ہیں۔ 
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عدد 


1758 1676 1593 7201 50 


51 
52 
53 
54 
55 


56 
7ہ 
58 
59 
60 


5261 
62 
63 
64 
65 


66 
67 
68 
69 
70 


521 
72 
73 


96 
97 
98 
99 
5 20 


721 


722 


723 


74 


0 1 2 3 ط 


1924 1 
2751 2668 2586 2503 0 
3578 3495 3413 3330 7 
4405 4322 4239 7 4 
5231 5149 5066 4983 1 
6058 5975 5892 0 7 


6884 6801 6719 6636 4 
7710 7628 7545 7462 0 
8536 8454 8371 8288 6 
9362 9279 9197 9114 9032 


0188 0105 0023 9940 7 


1013 0931 0848 0766 0683 
1839 1756 1674 1591 8 
2664 2581 2499 2416 4 
3489 3406 3324 3241 9 
4314 4231 4149 4066 4 


5138 5056 4973 4891 4809 
5963 5881 5798 5716 5633 
6787 6705 6623 6540 648 
7612 7529 7447 7364 782 
8436 8353 8271 8189 6 


890 9013 095و 9177 9260 
4 9836 9919 0001 0084 
68 0660 0742 0825 0907 
1 1484 1566 1648 1731 
2225 2307 2389 2472 2554 


3377 3295 3212 3130 48 
4200 4118 4036 3953 1 
5023 4941 4858 4776 4 
5846 5763 5681 5599 57 
6668 6586 6504 6421 6339 


62 7244 7326 7408 7491 
4 8066 8148 8231 8313 
06 8888 8971 9053 9135 
968 9710 9792 9875 57و99 
40 0532 0614 0696 0779 


1600 1518 1436 1354 7732 
2422 2340 2257 2175 2093 
3243 3161 3079 2997 4 
4064 3982 3900 3818 6 
4885 4803 4721 4639 7 


5706 5624 5542 5460 8 
6527 6445 6362 6280 8 
7347 7265 7183 01 9 
8167 8085 8003 7921 7839 
8988 8906 8824 8742 0 


9808 9726 9644 9562 0 
0628 0546 0464 0382 00 
1447 1365 1283 1202 0 
2267 2185 2103 2021 1939 
3086 3005 2923 2841 2759 


9 8 7 6 5 


2337 2255 2172 2089 07 
3164 3082 2999 2916 4 
3991 3909 3826 3743 61 
4818 4735 4653 4570 7 
5562 5479 5397 4 
6388 6306 6223 0 


7215 7132 7049 67 
8041 7958 7875 7793 
8867 8784 8701 9 
9692 9610 9527 45 


0518 0435 0353 0 


1343 1261 1178 1096 
2169 2086 2004 1 
2994 2911 2829 6 
3901 3819 3736 3654 1 
4726 4644 4561 4479 4396 


5551 5468 5386 5303 51 
6375 6293 6210 6128 6045 
7200 7117 7035 6952 0 
8024 7941 7859 7777 4 
8848 8765 8683 8601 8 


2ودو 9424 9507 9589 9672 
066 0248 0331 0413 0495 
0وو0 1072 1154 1237 1319 
1813 1895 1978 2060 2142 
2636 2719 2801 2883 2966 


3789 3706 3624 3542 3459 
4612 4529 4447 4365 4282 
5434 5352 5270 5188 5105 
6257 6175 6092 6010 598 
7079 6997 6915 6833 00 


7573 7655 7737 7820 7902 
د5ودع 8477 8559 8642 87/24 
7و 9299 9382 9464 9546 
009 0121 0203 0286 03608 
1 0943 1025 1107 1189 


2011 1929 1847 1765 1682 
2832 2750 2668 2586 4 
3654 3571 3489 3407 3325 
4475 4393 4310 4228 6 
5296 5213 5131 5049 67 


6116 6034 5952 5870 58 
6937 6855 6773 6691 6609 
7757 7675 7593 7511 7429 
8578 8496 8414 8332 8250 
9398 9316 9234 9152 0 


9890 9972 0054 0136 0128 
0 0792 0874 6کو0 1038 
9 1611 1693 1775 1857 
2349 2431 2513 95و25 2677 
8 3250 3332 3414 3496 


فرق 


ہے رح پا ھی ہہ لحم فص 


5. ایسے کسی بھی عدد کا موصل معلوم کرنے کے لیے, جیسے 52687, ہم طریقہ 
آیندہ پہ چلیں گے۔ اولا جدول مذکور کی اس عمود میں نظر ڈالو جو سب سے داہنے 
جانب ہے, پھر اسی میں نیچے آو یہاں تک کہ 5268 پہ رکو, پھر اسی سطر میں بائیں 
آو یہاں تک کہ 7035 لکھا ہوا نظر آئے جو کہ اس عمود میں ہے جو رقم 7 کے نیچے 
ہے۔ تو وہ عدد چو 52687 کے مطابق ہے وہ 7217035 ہے۔ لیکن اس عدد میں خالص 
فضلہ کے رقوم ہیں تو فضلۂ مطلوب ہوا 7217035. , و 52687 کی صفت ہوئی 4 
مضمون 142 کے مطابق۔ 

لہذا ۸52687 - 4.7217035 
و ۸.52687 - 1.7217035 
و ۸.00052687 - 4.7217035 
و اگر 52725 کا موصل مطلوب ہو تو طالب (سب سے داہنے والے عمود میں 5272 
تک نیچے جا کے پھر اسی سطر میں رقم 5 کے عمود میں جا کے) پائے گا کہ وہ عدد 
66. ہے۔ و اس عدد پہ جو خط بلند ہے وہ اس بات پہ دلیل ہے کہ اس کا سابق 721 
نہیں بلکہ 722 ہے۔ لہذا عدد 52725 کے مطابق فضلہ ہوا 7220166,, و اس عدد 
5 کے موصل کی صفت ہوئی 4۔ 
لہذا ۸52725 < 4.7220166 
و ۸.052725 > 2.7220166 
اب ہم چند امثلہ بیان کریں گے اعمالِ حساب میں موصلات کے استعمال کا فائدہ نمایا 


کرنے کے لیے۔ 
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6. مثال 1: 23.4لا کی قیمت بتاو۔ 


فرض کرو کہ <> ۹۷23.4 >(4. 3م 
تو تو خر ۔ٍ × ۸0234 مضمون 139 سے۔ 
جدول موصلات میں پایا کہ 234 کے مقابل موصل 3692159 ہے۔ 
دا 234 > 13692159 
لیذ حمر> جج (13692159] > 2738432 ۔ 
پھر جدول موصلات میں ہم نے پایا کہ موصل 2738432 کے مقابل میں عدد 
4 ہے تو ہوا 
64ء > 2738432 
ح> 1.87864 


300034 × “6.45( 7 
48.93 × “9.37 


فرض کرو < قیمت مطلوب ہے, تو ہوا, مضامین 138 و 139 کے مطابق, 
71 
حا - (45. ۸366 + (00034.)َّء - (۵37ئ۶ر - ۸59ر 
> 645(×3) + ٌِ × (4د00م)ر -<2× (ہدیر - × (د3وع)ر 


مثال کی قیمت بتاو۔ 


اب جدول موصلات میں ہم نے پایا کہ 
عدد 645 کے مقابل موصل 8095597 ہے, 
عدد 34 کے مقابل موصل 5314789 ہے, 
عدد 937 کے مقابل موصل 9717396 ہے, 
عدد 893 کے مقابل موصل 9508515 ہے, 
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لہذا حار -> 3 × 8095597. ٣+‏ (۸531478) 
-2 × 9717396 × 15 ء. 


لیکن (4789 1ج)) -> ِ ([25314789+6] 
- 8438263+2۔ 

حر > 24286791 + [8438263+2.] - 2377129-1.9434792. 

41811921 -3.2725054 > 

4.1811921 -42725054 + 1 > 

> 1.0913133 ۔ 
جدول موصلات میں ہم نے پایا کہ عدد 12340 کے مقابل میں موصل 0913152 ہے, 
تو ہوا 

1.0913152 -< ۸)0 

لہذا ‏ ح۸ > ۸.12340 تقریبا 
وتب ‏ ح123402. 
جب کسی عدد کا موصل جداول کے کسی بھی موصل کے مطابق نہ ہو بلکہ دو 
موصلات متداول کے وسط میں واقع ہو, تو اسے کیسے معلوم کرنا ہے اس کا بیان آیندہ 


باب ہے۔ 
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مثال 3: معلوم ہے کہ ۸2 * 30103 , تو 2 کے رقوم کے اعداد بتاو و 2”٭ّ میں پہلے 
رقم معتبر کا مقام بتاو۔ 
ہمیں معلوم ہے ۶2 - 67 ٣2×‏ - 67 × 30103 ۔ 
> 20,16901 
چونکہ 2“ کے موصل کی صفت 20 ہے, تو لازم ہے کہ 2 میں 21 رقوم ہوں (مضمون 
42" 
پھر 2 ثر -۔37 × 2ر - -37 × 30103 
> ۶11.113811 12.86789 ۔ 
لہذا, مضمون 142 سے, 2”٭ّ میں اعشاریہ کے بعد 11 اصفار متصلہ ہوں گے یعنی پہلا 


رقم معتبر بارہویں مقام اعشاری پہ ہوگا۔ 


مثال 4: معلوم ہے کہ ۸3 > 4771213, ,۸7 - -8450980,ء 
1ھ > 1.0413927۔ 
تو حل کرو عبارت 
چ × دنا 5 1 ا سی 
دونوں جوانب کو ان کے موصل سے تبدیل کیا تو ہوا 
وحر پ7 اہر > 11 کر 
ح× 3ر + (2۔<+7/×)1 > (ح+5) × ۸11ر 
٠.‏ <[3م +۸7×2 -711] “5× 7۸7-711 
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۔ _ ۸7-211×5 
7۸11-07×2+03 


8450980 - 5.2069635 5 
1.0413927 - 1.60901960 + .771173 


4.3618655 
16 


0 


7. دیل کہ د/, * دا × جال ۔ 
فرض کروکہ د,ر<ح توہوا ب٭<د۔ 


و دس توہوا ج““<د۔ 


بدا (ی6ل )ی۸ 
<> سی × جا, (مضمون 139) 
لہذا دای > دلے × جال ۔ 
مضمون جاری کے مکتسب سے, ہم کسی عدد کے موصل تا جذر ج سے اس عدد کے 
موصل تا جذر ب کو حاصل کر سکتے ہیں, و ب سے مراد کوئی دوسرا جذر ہے۔ و آیندہ 
باب میں معلوم ہوگا کہ مناسب ہے کہ بلاواسطہ موصل تا جذر 10 کو حاصل نہ کیا 
جائے, بلکہ پہلے کسی دوسرے جذر تک حاصل کیا جائے پھر اس مکتسب سے تبدیل کر 


لیا جائے۔ 
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